Γεωμετρία  Β΄ Λυκείου                                                                            Γενικής  Παιδείας 


ΕΜΒΑΔΑ
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  ΛΥΜΕΝΕΣ
	1.


	Να  υπολογίσετε  το  εμβαδόν  ρόμβου  ΑΒΓΔ ,όταν  ΑΒ = 5

και  ΒΔ = 8 .Επίσης  να  υπολογίσετε  την  απόσταση  των

απέναντι  πλευρών  του  ρόμβου .
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Απόδειξη :
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Από  το  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΟΑΒ     παίρνουμε :   
[image: image6.wmf]222

25169

OA=AB-OB=-=

 

 οπότε  ΟΑ=3 .  Άρα  ΑΓ = 2ΟΑ =6

Επομένως  
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	2.


	Να  υπολογίσετε  το  εμβαδόν  τραπεζίου  ΑΒΓΔ  ( ΑΒ//ΓΔ)  για

το  οποίο  ισχύει  
[image: image9.wmf]0
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 , 
[image: image10.wmf]0
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  και  ΒΓ = ΓΔ = 10
	[image: image11.jpg]





Απόδειξη :

Φέρουμε  το  ύψος  ΒΕ .Επειδή  
[image: image12.wmf]0
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 , στο  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΕΒΓ  έχουμε : 
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οπότε  ΔΕ = ΔΓ – ΕΓ =10 – 5 = 5   Άρα  και  ΑΒ = 5 

Από  το  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΒΕΓ     παίρνουμε :   
[image: image14.wmf]222
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Άρα  ΒΕ =  
[image: image15.wmf]7525353
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Συνεπώς  το  εμβαδόν  του  τραπεζίου  ΑΒΓΔ  είναι :
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	3.


	Να  υπολογίσετε  το  εμβαδόν  του  παραλληλογράμμου    ΑΒΓΔ  

το  οποίο  έχει  ΑΒ=24 , ΑΔ=32  και   
[image: image17.wmf]0
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Απόδειξη :

Φέρουμε  το  ύψος  ΒΚ .Επειδή  
[image: image19.wmf]0
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 , στο  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΒΚ  έχουμε : 
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Από  το  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΒΚ     παίρνουμε :   
[image: image21.wmf]22222
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BK=AB-AK=-=-=

  Άρα  ΒΚ = 
[image: image22.wmf]123
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	4.


	Δίνεται  παραλληλόγραμμο  ΑΒΓΔ  και  από  το  μέσο  Κ  της 

Διαγωνίου  ΒΔ  φέρουμε  τυχαία  ευθεία ΕΖ , που  τέμνει  τις  ΑΒ  και  ΓΔ  στα  Ε  και  Ζ  αντίστοιχα . Να  αποδείξετε  ότι :

 (ΑΕΖΔ) = (ΒΓΖΕ)
	[image: image24.jpg]





Απόδειξη :

΄Εχουμε  
[image: image25.wmf]12
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K=K

  ως  κατακορυφήν  ,  
[image: image26.wmf]11
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  ως  εντός  εναλλάξ   και  ΚΒ=ΚΔ

οπότε  τα  τρίγωνα  ΚΕΒ  και  ΚΔΖ  είναι  ίσα . Από  την  ισότητα  έχουμε   ΕΒ=ΔΖ  και  

επειδή  είναι  ΑΒ = ΓΔ  θα  έχουμε : ΑΕ = ΓΖ . Τα  τραπέζια  ΑΕΖΔ  και   ΒΓΖΕ  έχουν

ίσες  βάσεις (ΑΕ = ΓΖ ) και  ίσα  ύψη  άρα  είναι  ισεμβαδικά  δηλαδή   (ΑΕΖΔ) = (ΒΓΖΕ)

	5.


	Αν  Μ  τυχαίο  σημείο  της  πλευράς  ΑΔ = 10  τετραγώνου  ΑΒΓΔ  , να  υπολογίσετε  το  άθροισμα : (ΑΜΒ) + (ΔΜΓ)
	[image: image27.jpg]r







Απόδειξη :

Έχουμε  (ΑΜΒ) + (ΔΜΓ) = 
[image: image28.wmf](
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	6.


	Αν  Μ  τυχαίο  σημείο  της  διαγωνίου  ΒΔ  παραλληλογράμμου 

ΑΒΓΔ  συνδεθεί  με  τις  κορυφές  Α  και  Γ  , να  δειχθεί  ότι  το  παραλληλόγραμμο  διαιρείται  σε  δυο  ζεύγη  ισοδύναμων

τριγώνων .  
	[image: image29.jpg]





Απόδειξη :

Επειδή  η  ΒΔ  είναι  διαγώνιος  του  παραλληλογράμμου  ΑΒΓΔ , τα  τρίγωνα  ΑΒΔ και ΒΓΔ  είναι  ίσα , οπότε  και  τα  ύψη  τους  ΓΘ  και  ΑΗ  είναι  ίσα , δηλαδή  ΓΘ=ΑΗ .

Είναι  
[image: image30.wmf](
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   και   
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Με  όμοιο  τρόπο  βρίσκουμε  
[image: image32.wmf](
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	7.


	Να  διαιρεθεί  παραλληλόγραμμο  σε  τρία  ισοδύναμα  μέρη  

με  ευθείες  που  φέρονται  από  μια  κορυφή  του . 
	[image: image33.jpg]N






Απόδειξη :

Έστω  ΒΕ , ΒΖ  οι  ζητούμενες  ευθείες . Πρέπει  να  ισχύει :
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Με  όμοιο  τρόπο  βρίσκουμε  
[image: image35.wmf]2
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   και  έτσι  ορίζονται  τα  σημεία  Ε  και  Ζ .

Τα  ζητούμενα  ισοδύναμα  μέρη  είναι  τα  ΒΑΕ , ΒΕΔΖ   και  ΒΓΖ .

	8.


	Δίνεται  ορθογώνιο  παραλληλόγραμμο  ΑΒΓΔ  και  στις  πλευρές  του  ΒΓ  και  ΓΔ  παίρνουμε  τα  σημεία  Θ  και  Η .

Να  δειχθεί  ότι   
[image: image36.wmf](
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Απόδειξη :

Έχουμε: 
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	9.


	Δίνεται  τετράπλευρο  ΑΒΓΔ  και  από  τις  κορυφές  του  φέρνουμε  παράλληλες  προς  τις  διαγώνιές  του . Να  δειχθεί 

ότι  το  παραλληλόγραμμο  που  σχηματίζεται  έχει  διπλάσιο 

εμβαδόν  από  το  εμβαδόν  του  ΑΒΓΔ .
	[image: image41.jpg]AL i







Απόδειξη :

Επειδή  το  τετράπλευρο  ΑΟΒΚ  είναι  παραλληλόγραμμο , έχουμε  ότι  τα  τρίγωνα  ΑΚΒ  

και  ΑΟΒ  είναι  ίσα ,  οπότε  (ΑΚΒ) = (ΑΟΒ) .

Επομένως  είναι       (ΑΟΒΚ) = 2(ΑΟΒ)  (1)

Ομοίως  βρίσκουμε  (ΒΟΓΛ) = 2(ΒΟΓ)   (2)

                                  (ΓΟΔΜ) = 2(ΓΟΔ)  (3)

                                  (ΔΟΑΝ) = 2(ΑΟΔ)  (4)

Προσθέτουμε  τις  σχέσεις  (1) ,(2) , (3)  και  (4)  παίρνουμε :

        (ΑΟΒΚ) + (ΒΟΓΛ) + (ΓΟΔΜ) + (ΔΟΑΝ) = 
[image: image42.wmf][
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        (ΚΛΜΝ) = 2(ΑΒΓΔ) .

	10.


	Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  φέρουμε  τις  διαμέσους  ΑΜ , ΒΝ , και ΓΡ  που  τέμνονται  στο  Κ .Να  δειχθεί  ότι :

  i)  τα  τρίγωνα  ΚΑΒ , ΚΑΓ  και  ΚΒΓ  είναι  ισοδύναμα .
 ii)  τα  έξι  τρίγωνα  που  σχηματίζονται  με  κορυφή  το  Κ  

       είναι  ισοδύναμα .
	[image: image43.jpg]






Απόδειξη :

      i)  Στο  τρίγωνο  ΑΒΓ  η  ΑΜ  είναι  διάμεσος  οπότε  (ΑΒΜ) = (ΑΜΓ)  (1)
          Στο  τρίγωνο  ΚΒΓ  η  ΚΜ  είναι  διάμεσος  οπότε  (ΚΒΜ) = (ΚΜΓ)  (2)
          Αφαιρώντας  τις  (1)  και  (2)  παίρνουμε : 
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           Αναλόγως  
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          Δηλαδή  
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   ii)    Στο  τρίγωνο  ΚΒΓ  η  ΚΜ  είναι  διάμεσος  οπότε  (ΚΒΜ) = (ΚΜΓ) =
[image: image47.wmf](
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          Από  το  (i)  ερώτημα  είδαμε  ότι  
[image: image48.wmf](
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          Άρα  (ΚΒΜ) = (ΚΜΓ) =
[image: image49.wmf](
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           Ομοίως  (ΑΚΝ) = (ΚΝΓ) = (ΑΚΡ) = (ΚΡΒ) =  
[image: image50.wmf](
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	11.


	Δίνεται   παραλληλόγραμμο  ΑΒΓΔ  και  τυχαίο  σημείο  Ε  της  πλευράς  ΑΒ . Να  δειχθεί  ότι   
[image: image51.wmf](
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Απόδειξη :

  Φέρουμε  
[image: image53.wmf]EZ^DG

 .  Τότε  το  ΕΖ  είναι  ύψος  του  τριγώνου  ΕΔΖ και  του 

  παραλληλογράμμου  ΑΒΓΔ . Παρατηρούμε  λοιπόν  ότι : 
[image: image54.wmf](
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  Οπότε        
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   δηλαδή       
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Ασκήσεις

1.    Να  υπολογίσετε  το  εμβαδόν  ρόμβου  ΑΒΓΔ , όταν  ΑΒ = 10  και  
[image: image57.wmf]0
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       Επίσης  να  υπολογίσετε  την  απόσταση  των  απέναντι  πλευρών  του  ρόμβου .

2.    Ένα  παραλληλόγραμμο  έχει  περίμετρο  48  και  το  ένα  ύψος  του  είναι  τριπλάσιο  

       του  άλλο . Να  υπολογίσετε  τα  μήκη  των  πλευρών  του .

3.    Όταν  οι  διαγώνιες  ενός  κυρτού  τετραπλεύρου  ΑΒΓΔ  σχηματίζουν  γωνία  

       Α
[image: image58.wmf]Ù

O

Δ = 30 0 , να  δείξετε  ότι  ισχύει :

              α)  (ΑΟΔ) = 
[image: image59.wmf]OA
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              β)  (ΑΒΓΔ) = 
[image: image60.wmf]DB
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4.    Αν  η  πλευρά  ενός  ρόμβου  είναι  α = 8   και  δύο  διαδοχικές  πλευρές  σχηματίζουν  

       γωνία  45 0  να  υπολογίσετε  το  εμβαδόν  του  ρόμβου .

5.    Από  ένα  σημείο  Ε  της  διαγωνίου  ΒΔ  παραλληλογράμμου  ΑΒΓΔ  φέρουμε  παράλ-

       ληλες  προς  τις  πλευρές  του . Να  δείξετε  ότι  τα  παραλληλόγραμμα  που  βρίσκονται

       εκατέρωθεν  της  ΒΔ  είναι  ισοδύναμα . 

6.    Ενός  ορθογωνίου  παραλληλογράμμου  ΑΒΓΔ  το  εμβαδόν  του  είναι  ίσο  με  
[image: image61.wmf]4
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       όπου  ΑΓ  η  μία  διαγώνιός  του . Δείξτε  ότι  η  οξεία  γωνία  Α
[image: image62.wmf]Ù
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Δ  των  διαγωνίων  

       του  είναι   30 0 .

7.    Δίνεται  τραπέζιο  ΑΒΓΔ  ( ΑΒ // ΓΔ ) . Αν  Μ  και  Ν  είναι  τα  μέσα  των  πλευρών  

       ΒΓ  και  ΑΔ   αντίστοιχα , να  αποδείξετε  ότι  
[image: image63.wmf])
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 = 
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8.    Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  και  φέρουμε  τις  διαμέσους  ΑΔ , ΒΕ , ΓΖ .  Αν  ΔΗ //=ΒΕ  

       και  ΑΗ //=ΓΖ , να  αποδείξετε  ότι  4
[image: image65.wmf])
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9.   Σε  παραλληλόγραμμο  ΑΒΓΔ  συνδέουμε  την  κορυφή  Α  με  τα  μέσα  Κ ,Λ  των  

       πλευρών  ΓΔ  και  ΒΓ  αντίστοιχα .  Να  δείξετε  ότι  
[image: image66.wmf])
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10.  Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  πλευρές  α , β ,γ   και  κύκλος  (Κ,R)  που  έχει  το  κέντρο 

       του  στην  πλευρά  ΒΓ  και  εφάπτεται  στις  πλευρές  ΑΒ  και  ΑΓ . Να  δείξετε  ότι :

       R(β+γ) = 2 (ΑΒΓ) .

11.  Να  δείξετε  ότι  σε  κάθε  ισόπλευρο  τρίγωνο  ισχύει : 
[image: image67.wmf]E
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 , όπου  Ε

       το  εμβαδόν  του  τριγώνου  και  
[image: image68.wmf]g
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  οι  διάμεσοι  αυτού .

12.  Δίνεται  τετράγωνο  ΑΒΓΔ  και  κύκλος  που  περνάει  από  τα  σημεία  Α  και  Β  και  

       τέμνει  την  προέκταση  της  ΓΒ  προς  το  Β  στο  σημείο  Ε . Φέρουμε  την  εφαπτο-

       μένη  ΓΚ . Αποδείξτε  ότι   
[image: image69.wmf]2
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13.  Ένα  παραλληλόγραμμο  έχει  περίμετρο  30  και  το  ένα  ύψος  του  είναι  διπλάσιο

       του  άλλου . Να  υπολογίσετε  τα  μήκη  των  πλευρών  του.

14.   Να  υπολογίσετε  το  εμβαδόν  τριγώνου  ΑΒΓ, όταν  ΒΓ = 12 , 
[image: image70.wmf]0
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 και  
[image: image71.wmf]0
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15.   Να  διαιρέσετε  τετράγωνο  πλευράς  α = 6 cm  σε  τρία  ισοδύναμα  μέρη  με  ευθείες

        που  διέρχονται  από  μια  κορυφή  του .
16.   Να  υπολογίσετε  τις  πλευρές  ισοσκελούς  τραπεζίου  αν  είναι  γνωστό  ότι  η  περί- 

        μετρός   του  είναι  60 m  και  το  εμβαδόν  του  160 
[image: image72.wmf]2

m

 και  το  ύψος  του  8  m .

17.   Δίνεται  ένα  ορθογώνιο  τραπέζιο  ΑΒΓΔ  με  ΑΒ//ΓΔ , ΑΒ < ΓΔ , 
[image: image73.wmf]0
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, ΑΒ = 4

        ΑΔ = 3  και  ΒΓ = 5 . Να  υπολογίσετε :

                    α)  την  προβολή  της  ΒΓ  πάνω  στη  ΔΓ ,

                    β)  το  εμβαδόν  του  τραπεζίου  ΑΒΓΔ ,

                    γ)  το  εμβαδόν  του  τριγώνου  ΔΒΓ .
18.   Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  και  Ε  το  μέσο  της  πλευράς  ΑΒ . Προεκτείνουμε  την  

        πλευρά  ΒΓ  προς  το  μέρος  του  Β  κατά  ευθύγραμμο  τμήμα  
[image: image74.wmf]2
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  και  φέρου-
        με  την  ΑΔ .

                     α)  Να  αποδείξετε  ότι  
[image: image75.wmf](
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                     β)  Να  βρείτε  τους  λόγους  
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                     γ)  Αν  ΑΜ  είναι  η  διάμεσος  του  τριγώνου  ΑΒΓ , να  αποδείξετε  

                           ότι :  
[image: image78.wmf](
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  ΛΥΜΕΝΕΣ
	1.


	Δίνεται   ισοσκελές  τρίγωνο  ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ)  με  
ΑΒ = 6cm  και  
[image: image82.wmf]0
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Ù

BAG=

.

Έστω  ΑΔ  το  ύψος  του  τριγώνου  ΑΒΓ 
   i)  Να  βρείτε  το  εμβαδόν  του  τριγώνου  ΑΒΓ
  ii)  Αν  Ε  είναι  σημείο  της  πλευράς  ΑΓ  τέτοιο, ώστε

       ΕΓ=2ΑΕ  να  βρείτε  το  εμβαδόν  του  τριγώνου  ΔΕΓ
	[image: image83.jpg]





Απόδειξη :
             i)    

                      
[image: image84.wmf](
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             ii)       Είναι  ΑΓ=ΑΕ+ΕΓ 
[image: image85.wmf]Þ


                                  ΑΓ= ΑΕ+2ΑΕ 
[image: image86.wmf]Þ


                                   ΑΓ= 3ΑΕ

                       Άρα    
[image: image87.wmf]1
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AE=AG

          οπότε    
[image: image88.wmf]2
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EG=AG

                         
               Τα  τρίγωνα  ΑΒΓ  και  ΔΕΓ  έχουν  τη  γωνία  
[image: image89.wmf]Ù

G

  κοινή  οπότε  
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	2.


	Να  υπολογίσετε  το  εμβαδόν  ρόμβου  ΑΒΓΔ  όταν 

ΑΒ = 10   και   
[image: image92.wmf]0
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	[image: image93.jpg]135
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Απόδειξη :
Τα  τρίγωνα  ΑΒΔ  και  ΒΓΔ  είναι  ίσα  γιατί  έχουν  ΑΒ=ΒΓ , ΑΔ = ΔΓ  και  ΒΔ κοινή  πλευρά , οπότε  (ΑΒΔ) =  (ΒΓΔ) .Άρα  έχουμε :
  
[image: image94.wmf](
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	3.


	Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  α = 10 , β = 12  και  γ = 14 . 

Να  υπολογίσετε :

       α)  το  εμβαδόν  του  και  το  ύψος  του 
[image: image95.wmf]a

u

 
       β)  την  ακτίνα  του  εγγεγραμμένου  κύκλου  

       γ)  την  ακτίνα  του   περιγεγραμμένου  κύκλου 

       δ)  το  εμβαδόν  του  τριγώνου  με  κορυφές  τα  μέσα 

            των  πλευρών  του  ΑΒΓ .


	[image: image96.jpg]





Απόδειξη :
 α)  Η  ημιπερίμετρος  του  τριγώνου  ΑΒΓ  είναι :  
[image: image97.wmf]101214

18

22

abg

t

++++

===


       Οπότε :
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	β)
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	[image: image101.jpg]





	γ)
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	[image: image103.jpg]





	δ)


	Η  ημιπερίμετρος  του  τριγώνου  ΔΕΖ  είναι :  
[image: image104.wmf]756
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       Οπότε :
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	[image: image106.jpg]





	4.


	Με  βάσεις  τις  πλευρές  τριγώνου  ΑΒΓ  κατασκευάζουμε

εξωτερικά  τα  τετράγωνα  ΑΕΔΒ , ΑΓΙΘ  και  ΒΓΖΗ .

Να  δειχθεί  ότι  τα  τρίγωνα  ΒΔΗ , ΕΑΘ  και  ΓΖΙ  είναι

ισοδύναμα .
	[image: image107.jpg]





Απόδειξη :
            Παρατηρούμε  ότι    
[image: image108.wmf]0
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              Άρα  
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                                            Ομοίως  
[image: image111.wmf](
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                                      Οπότε   
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	5.


	Ένα  τρίγωνο  ΑΒΓ  έχει  ΑΒ=6 , ΑΓ=8  και  
[image: image114.wmf]0
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Ù
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.Επί

των  πλευρών  ΑΒ  και  ΑΓ  και  έξω  από  το  τρίγωνο  

κατασκευάζουμε  τα  τετράγωνα  ΑΒΔΕ  και  ΑΓΖΗ  και

φέρουμε  την  ΕΗ .

α)  Να  αποδείξετε  ότι  
[image: image115.wmf](
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β)  Να  υπολογίσετε  το  εμβαδόν  του  ΒΓΖΗΕΔ
	[image: image116.jpg]





Απόδειξη :
α)  Είναι  ΑΒ=ΒΔ=ΔΕ=ΕΑ=6  , ΑΓ=ΓΖ=ΖΗ=ΗΑ=8   και  
[image: image117.wmf](
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     Έχουμε   
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      και       
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      Άρα   
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	6.


	Στο  διπλανό  σχήμα  τα  Κ  και  Λ  είναι  τα  μέσα  των  τμημάτων  ΑΓ  και  ΑΒ αντιστοίχως .Να  αποδείξετε  ότι :

α)Ο  λόγος  των  εμβαδών  των  τριγώνων  ΑΚΒ και ΑΛΓ
    είναι  ίσος  με  1

β) Αν  Ρ  είναι  το  σημείο  τομής  των  ΛΓ  και  ΚΒ , τότε

    τα  τρίγωνα  ΒΛΡ  και  ΚΓΡ  έχουν  ίσα  εμβαδά .
	[image: image122.jpg]





Απόδειξη :
       α)     Τα  τρίγωνα  ΚΑΒ  και  ΑΛΓ  έχουν  τη  γωνία  
[image: image123.wmf]Ù
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  κοινή , οπότε :
                            
[image: image124.wmf](
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      β)     Αφού   
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              Είναι      
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              γιατί  
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	7.


	Δίνεται  ένα  ισοσκελές  τραπέζιο  ΑΒΓΔ  (ΑΒ // ΓΔ)  με 
ΑΒ=4  , ΓΔ=10  και  ΒΓ=ΑΔ=5 . Να  υπολογίσετε :

    i)  το  ύψος  υ  του  τραπεζίου
   ii)  το  εμβαδόν  του  τραπεζίου 
  iii)  το  εμβαδόν  του  τετραγώνου  με  πλευρά  την  ΑΓ .
	[image: image129.jpg]






Απόδειξη :
         i)   Από  το  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΔΑ΄  παίρνουμε :   
[image: image130.wmf]222
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              Άρα  υ = 4 .
         ii)  
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        iii)   Στο  τρίγωνο  ΑΔΓ  είναι  
[image: image132.wmf]Ù

D

<
[image: image133.wmf]0

90

  οπότε : 
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	8.


	Πάνω  στην  πλευρά  ΒΓ  ενός  τριγώνου  ΑΒΓ  θεωρούμε
σημεία  Δ  και  Ε  τέτοια , ώστε  
[image: image136.wmf]3
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 .Η  παράλ-

ληλη  της  πλευράς  ΑΒ  από  το  σημείο  Δ  τέμνει  την  πλευρά  ΑΓ  στο  σημείο  Ζ και  οι  ευθείες  ΒΖ  και  ΑΕ τέμνονται  στο  σημείο  Κ . Να  αποδείξετε  ότι :

         i)  
[image: image137.wmf](
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          ii) 
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       iii) 
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Απόδειξη :
      i)   Τα  τρίγωνα   ΑΒΓ  και  ΖΔΓ  είναι  όμοια  οπότε :  
[image: image141.wmf](
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            Άρα  
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      ii)  
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             Είναι  
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             Επίσης   
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     iii)   
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	9.


	Θεωρούμε  τα  σημεία  Δ  και  Ε  των  πλευρών  ΑΒ  και  ΑΓ  αντίστοιχα  ενός  τριγώνου  ΑΒΓ  για  τα  οποία  ισχύει :  
[image: image149.wmf]2
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 . Να  αποδειχθεί  ότι 

           
[image: image151.wmf](
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	[image: image152.jpg]






Απόδειξη :
Τα  τρίγωνα  ΑΔΕ  και  ΑΒΓ  έχουν  κοινή  τη  γωνία  
[image: image153.wmf]Ù
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	10.


	Θεωρούμε  τρίγωνο  ΑΒΓ  .Προεκτείνουμε  τις   πλευρές  ΒΓ , ΓΑ  και  ΑΒ  και  παίρνουμε  ευθύγραμμα  τμήματα    
[image: image156.wmf]3
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  Να  αποδειχθεί  ότι 

           
[image: image159.wmf](
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	[image: image160.jpg]






Απόδειξη :
Τα  τρίγωνα  ΑΒΓ  και  ΑΕΖ  έχουν  τις  γωνίες  
[image: image161.wmf]Ù

BAG

  και  
[image: image162.wmf]Ù

EAZ

  παραπληρωματικές .
Άρα  είναι  
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Ανάλογα  βρίσκουμε  ότι  
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	11.


	Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  και  τυχαίο  σημείο  Κ  μέσα  σε
αυτό  Φέρουμε  τις   
[image: image168.wmf]KD^AB

  , 
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  και  
[image: image170.wmf]KZ^AG


ώστε   ΚΔ=ΑΒ ,  ΚΕ=ΒΓ   και   ΚΖ=ΑΓ . Να  αποδειχθεί

ότι   (ΔΕΖ) = 3 (ΑΒΓ)
	[image: image171.jpg]






Απόδειξη :
Παρατηρούμε  ότι  στο  τετράπλευρο  ΑΘΚΗ  είναι  
[image: image172.wmf]0
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Όμοια  
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Προσθέτουμε  τις  (1) , (2)  και  (3)  παίρνουμε :
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	12.


	Δίνεται  ορθογώνιο  παραλληλόγραμμο  ΑΒΓΔ και  στις  

προεκτάσεις  των  πλευρών  του  παίρνουμε  τμήματα    
ΒΚ=ΑΒ , ΓΛ=ΒΓ  και  ΔΜ=ΓΔ. Να  αποδειχθεί  ότι  το
τετράπλευρο  ΚΛΜΝ  είναι  παραλληλόγραμμο και  

ότι   (ΚΛΜΝ) = 5 (ΑΒΓΔ)
	[image: image178.jpg]






Απόδειξη :
            Τα  ορθογώνια  τρίγωνα  ΒΚΛ  και  ΔΜΝ  είναι  ίσα  γιατί  έχουν  ΒΛ=ΔΝ  και 
            ΒΚ=ΔΜ    άρα  ΚΛ=ΜΝ  
            Τα  ορθογώνια  τρίγωνα  ΓΛΜ  και  ΑΝΚ  είναι  ίσα  γιατί  έχουν  ΓΛ=ΑΝ  και  
            ΓΜ=ΑΚ  άρα  ΜΛ=ΚΝ  
            Άρα  το  τετράπλευρο  ΚΛΜΝ  είναι  παραλληλόγραμμο .
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1.  Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  α = 20 , β = 18  και  γ = 34 . Να  υπολογίσετε :

       α)  το  εμβαδόν  του  και  τα  ύψη  του 

       β)  τις  ακτίνες  του  εγγεγραμμένου  και  του  περιγεγραμμένου  κύκλου 

       γ)  το  εμβαδόν  του  τριγώνου  με  κορυφές  τα  μέσα  των  πλευρών  του  ΑΒΓ .

2.    Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  α = 9 , β = 10   και  γ = 17 . Να  υπολογίσετε :

          α)  το  εμβαδόν  του  και  τα  ύψη  του 

          β)  τις  ακτίνες  του  εγγεγραμμένου  και  του   περιγεγραμμένου  κύκλου 

          γ)   το  εμβαδόν  του  τριγώνου  με  κορυφές  τα  μέσα  των  πλευρών  του  ΑΒΓ .

3.   Δίνεται  παραλληλόγραμμο  ΑΒΓΔ  του  οποίου  οι  προσκείμενες  πλευρές  είναι  

       ΑΒ = 40  , ΒΓ = 36   και  η  διαγώνιος   ΑΓ = 68 . Να  βρεθεί  το  εμβαδόν  του .

4.   Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  με   α = 10 , β = 8  και  γ = 6 . Δείξτε  ότι  είναι  ορθογώνιο  

       και  να  υπολογίσετε :

       α)  το  εμβαδόν  του  και  τα  ύψη 

       β)  τις  ακτίνες  του  εγγεγραμμένου  και  του  περιγεγραμμένου  κύκλου 

       γ)  το  εμβαδόν  του  τριγώνου  με  κορυφές  τα  μέσα  των  πλευρών  του  ΑΒΓ .
5.   Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  ΑΒ = 5  , ΑΓ = 6   και  
[image: image184.wmf]Ù
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= 150 0  κατασκευάζουμε  εξωτερικά   

       του   ένα  τετράγωνο  ΑΒΔΕ  και  ένα  ισόπλευρο  τρίγωνο  ΑΓΖ  . να  υπολογίσετε  

       το  εμβαδόν  του  πολυγώνου  ΒΓΖΕΔ .

6.   Σε  ισοσκελές  τραπέζιο  ΑΒΓΔ  (ΑΒ // ΓΔ)   η  μικρή  βάση  του  είναι  ΑΒ = α   είναι 

       ίση  με  τις  μη  παράλληλες  πλευρές  του  και  η  
[image: image185.wmf]0
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 . Εξωτερικά  του  τραπεζίου  

       κατασκευάζουμε  τετράγωνα  ΑΔΕΖ  και  ΒΓΗΘ . Να  υπολογίσετε  συναρτήσει  του  α  

       το  εμβαδόν  του  πολυγώνου  ΕΔΓΗΘΖ . 

7.    Στο  σχήμα  που  ακολουθεί , σε  τετράγωνο           Δ                           Η                       Γ

       ΑΒΓΔ  πλευράς  7  cm , εγγράφουμε  τετράγωνο                                                            

       ΕΖΗΘ  έτσι , ώστε  ΑΕ = ΒΖ = ΓΗ = ΔΘ = 3 cm .
       α)  Να  βρείτε  το  εμβαδόν  του  ΕΖΗΘ .

       β)  Να  υπολογίσετε  το  εμβαδόν  του  τριγώνου

            ΕΒΖ  και  να  αποδείξετε  οτι  η  ακτίνα  του       Θ

            εγγεγραμμένου  κύκλου  (Λ,ρ)  στο  τρίγωνο                                   …Κκ                   
              ΕΒΖ  είναι  ρ = 1 cm .                                                                                                   Ζ
      γ)  Εάν  (Κ,R)  είναι  ο  εγγεγραμμένος  κύκλος                                                 

           στο  τετράγωνο  ΕΖΗΘ , να  υπολογίσετε  το                                                                

           λόγο  του  εμβαδού  το κύκλου  (Κ,R)  προς                                                                                       

           το  εμβαδόν  του  κύκλου  (Λ,ρ) .                     
                                                                                          Α                    Ε                             Β                                                               
8.   Δίνεται  ορθογώνιο  τραπέζιο  ΑΒΓΔ  με  ΑΒ // ΓΔ  , ΑΒ< ΓΔ  ,  ΑΒ = 4 ,  ΑΔ = 3  ,  ΒΓ = 5  
       και  
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 .  Να  υπολογίσετε : 

        α)  την  προβολή  της  ΒΓ  πάνω  στη  ΔΓ
        β)  το  εμβαδόν  του  τραπεζίου  ΒΓΔΑ 
        γ)  το  εμβαδόν  του  τριγώνου  ΔΒΓ  και  την  ακτίνα  του  κύκλου  που  είναι  

             εγγεγραμμένος  στο  τρίγωνο  ΔΒΓ .
 9.  Θεωρούμε  τρεις  διαδοχικές  γωνίες  x
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z , z
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x  έτσι , ώστε  x
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y = y
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z =150 0. 
        Στις  ημιευθείες  Ox , Oy , Oz  παίρνουμε  τα  σημεία  Α ,Β ,Γ  αντίστοιχα  έτσι  ώστε 

        ΟΑ = 2 , ΟΒ = 4  και  ΟΓ = 6 .  Να  υπολογίσετε :

                        α)  το  εμβαδόν  του  τριγώνου  ΟΓΑ 

                        β)  το  λόγο  των  εμβαδών  
[image: image192.wmf])
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10.  Τριγώνου  ΑΒΓ  τα  Δ , Ε , Ζ   είναι  τα  μέσα  των  πλευρών  του .Να  δειχθεί  ότι :

        α)   (ΔΕΖ) = (ΕΖΓ)

          β)   (ΑΒΓ) = 4 (ΔΕΖ)

11.  Έστω  τρίγωνο  ΑΒΓ . Στις  πλευρές  του  ΑΒ , ΒΓ , ΓΑ   παίρνουμε  αντίστοιχα  τα 

        σημεία   Δ , Ε , Ζ   έτσι  ώστε : 
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  και  
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 . 

        Να  υπολογίσετε :

         α)  τα  εμβαδά  των  τριγώνων  ΔΒΕ , ΕΖΓ , ΑΔΖ  , αν  γνωρίζουμε  το  εμβαδόν  

              του  τριγώνου  ΑΒΓ
         β)  το  εμβαδόν  του  τριγώνου  ΔΕΖ , αν  γνωρίζουμε  το  εμβαδόν  του  τριγώνου  ΑΒΓ
12.  Δίνεται  ισοσκελές  τρίγωνο  ΑΒΓ  με   ΑΒ = ΑΓ = 1   και  ΒΓ = 
[image: image196.wmf]3

 . Να  υπολογίσετε :

          α)  τη  γωνία  
[image: image197.wmf]Ù
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          β)  το  εμβαδόν  του  τριγώνου  ΑΒΓ

          γ)  τη  διάμεσο  μ β .

13.  Δίνεται  ισόπλευρο  τρίγωνο  ΑΒΓ , πλευράς  α . Στις  πλευρές  ΑΒ , ΒΓ , ΓΑ  παίρνουμε     

       αντίστοιχα  τα  σημεία   Δ , Ε , Ζ    τέτοια , ώστε  να  είναι  ΑΔ = ΒΕ = ΓΖ = 
[image: image198.wmf]3

1

α . Να  

       υπολογίσετε  το  εμβαδόν  ως  συνάρτηση  του  α :

          α)  του  τριγώνου  ΑΔΖ                 

          β)  του  τριγώνου  ΔΕΖ                           

          γ)  του  περιγεγραμμένου  κύκλου  στο  τρίγωνο  ΑΒΓ                     

14.  Έστω  ΑΒΓΔ   παραλληλόγραμμο , Ζ  σημείο  της  ΑΔ  τέτοιο  ώστε  ΔΖ = 
[image: image199.wmf]3
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ΔΑ  και  Ε

        σημείο  της  ΑΒ  τέτοιο  ώστε  ΑΕ = 
[image: image200.wmf]3

1

ΑΒ . Αν  οι  ΓΕ  και  ΒΖ  τέμνονται  στο  Η ,  να   

         αποδείξτε  ότι  το  τετράπλευρο  ΑΕΖΗ   και  το  τρίγωνο  ΒΓΗ  είναι  ισοδύναμα .      

15.  Προεκτείνουμε  τις  πλευρές  ΑΒ , ΒΓ , ΓΑ  τριγώνου  ΑΒΓ  αντιστοίχως  κατά  τμήματα

        ΒΔ = ΒΑ  ,  ΓΕ = ΓΒ   και  ΑΖ = ΑΓ .  Αποδείξτε  ότι  :

                     α)   (ΖΓΕ) = 2 (ΑΒΓ)

                     β)   (ΔΕΖ) = 7 (ΑΒΓ) .         

16.  Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  φέρνουμε  παράλληλη  στην  πλευρά  ΒΓ   που  τέμνει  τις  πλευρές  

       ΑΒ  και  ΑΓ   στα  σημεία   Δ   και    Ε    αντίστοιχα . Δείξτε  ότι : (ΑΒΕ) 2 = (ΑΒΓ) (ΑΔΕ) .

17.  Έστω  τρίγωνο  ΑΒΓ  και  σημείο  Μ   της  πλευράς   ΒΓ , τέτοιο  ώστε  ΒΜ = 
[image: image201.wmf]3
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ΒΓ .

        Δείξτε  ότι   (ΑΒΜ) = 
[image: image202.wmf]3
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(ΑΒΓ) .

18.  Ένα  τρίγωνο  ΑΒΓ  έχει  α = 17 cm , β = 8 cm   και  γ = 15 cm .
        α)  Να  δείξετε  ότι  το  τρίγωνο  είναι  ορθογώνιο .

        β)  Αν  ΑΔ  το  ύψος  του  τριγώνου  ΑΒΓ , να  υπολογίσετε  το  λόγο 
[image: image203.wmf])
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19.  Τραπέζιο  ΑΒΓΔ  (ΑΒ // ΓΔ )  έχει  βάσεις   α   και   3α   και   ύψος  2α   και  Κ , Λ  

        είναι  τα  μέσα  των  διαγωνίων  του .

                  α)  Να  βρεθεί  το  εμβαδόν  του  τριγώνου  ΑΚΛ .

                  β)  Δείξτε  ότι : (ΑΚΛ) = (ΒΚΛ) = (ΓΚΛ) = (ΔΚΛ) .

20.  Δίνεται  τραπέζιο  ΑΒΓΔ , που  έχει  βάσεις  ΑΒ = 70 cm ,  ΓΔ = 20 cm  και  μη  

       παράλληλες   πλευρές  ΒΓ = 40 cm   και  ΑΔ = 30 cm .

       α)  Να  αποδειχθεί  ότι  οι  ΒΓ  και  ΑΔ   είναι  κάθετοι .

       β)  Να  υπολογιστεί  το  εμβαδόν  του  τραπεζίου  ΑΒΓΔ .
21.  Δίνεται  τετράγωνο  ΑΒΓΔ  πλευράς  α = 300 m . Οι  ΑΕ ,    Α          α = 300 m            Β      

       ΑΖ  χωρίζουν  το  τετράγωνο  σε  τρία  ισεμβαδικά  χωρία. 

       α)  Να  υπολογίσετε  το  x .                                                                                           x  m 
       β)  Να  υπολογίσετε  τα  εμβαδά  και  τις  διαστάσεις

            των  τριών  χωρίων .

       γ)  Να  βρεθεί  η  ακτίνα  ρ  του  εγγεγραμμένου  κύκλου                                            Ζ  
            και  η  ακτίνα  R  του  περιγεγραμμένου  κύκλου  στο                                                                                                

              τρίγωνο   ΑΔΕ .                                                                                                      

                                                                                                                      Δ             x  m           E         Γ
22.  Στο  διπλανό  ορθογώνιο  είναι  ΑΒ = 25 m ,                     Δ                                    Ε           Γ
        ΒΓ = 15 m  και  η  ΖΗ = 3 m . Να  βρεθούν :
        α)  το  ΑΖ = x   αφού  δείξετε  ότι  τα  τρίγωνα  

              ΑΖΗ  και  ΖΓΒ  είναι  όμοια .                             
        β)  να  βρεθεί  πόσα  m 2  μειώθηκε  το  οικόπεδο                                                                
              μετά  τη  χάραξη  του  δρόμου  ΑΕΓΖ .                                 

          γ)  Να  βρεθεί  η  ακτίνα  του  εγγεγραμμένου                 Α          Ζ                                   Β
              κύκλου  στο  τρίγωνο  ΒΓΖ .     

23.  Δίνεται  το  ορθογώνιο  τραπέζιο  ΑΒΓΔ  (
[image: image204.wmf]0
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       με  ΑΔ = 40 cm , ΒΓ = 48 cm , ΑΒ = 6 cm .Nα  βρεθούν :    

        α)  το  εμβαδόν  του  τραπεζίου  (ΑΒΓΔ)                         Α                                 Δ
        β)  η  περίμετρος  του  τραπεζίου  ΑΒΓΔ .
        γ)  Αν  η  ΚΔ  χωρίζει  το  τραπέζιο  ΑΒΓΔ   σε  δυο  

              ισοδύναμα  σχήματα  ΑΒΚΔ  και  ΚΓΔ  ,να  υπο-

              λογίσετε  τα  μήκη  ΒΚ  και  ΚΓ .                                Β          Κ                     Ε                      Γ    

        δ)  Αν  
[image: image205.wmf]BG
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  να  βρείτε  

                       i)  το  ΕΓ
                      ii)  το  εμβαδόν  (ΔΕΓ)
                     iii)  την  ακτίνα  ρ  του  εγγεγραμμένου  κύκλου  και  την  ακτίνα  R  του 

                            περιγεγραμμένου  κύκλου  στο  τρίγωνο  ΔΕΓ .
24.  Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ . Από  ένα  σημείο  Ο  εσωτερικό  του  ΑΒΓ  φέρνουμε  κάθετες 

       στις  πλευρές  ΑΒ , ΒΓ , ΓΑ  και  πάνω  σε  αυτές  παίρνουμε  τμήματα  ΟΔ = ΑΒ , ΟΕ = ΒΓ

         ΟΖ = ΓΑ   αντίστοιχα . Να  αποδείξετε  ότι   ισχύει :

                      α)     (ΔΟΕ) = (ΑΒΓ)

                           β)     (ΔΕΖ) = 3 (ΑΒΓ) .

25.  Τραπεζίου  ΑΒΓΔ  οι  βάσεις  είναι  ΑΒ = α  , ΓΔ = β  και  υ  το  ύψος  του . Φέρουμε  τη

        διάμεσο  ΕΖ  που  τέμνει  τις  διαγώνιες  ΑΓ  και  ΒΔ  στα  Θ  και  Η  αντίστοιχα . Να 

        δείξετε  ότι ΅

                       α)   (ΑΗΓ) = 
[image: image206.wmf]4
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                       β)   (ΑΒΖΕ) – (ΕΖΓΔ) = (ΑΗΓ) .
26.  Δίνεται  ισόπλευρο  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  ΑΒ = α και  στις  πλευρές  του  ΑΒ , ΒΓ , ΓΑ  

       παίρνουμε  τμήματα   ΑΔ = ΒΕ = ΓΖ = x  κατά  τις  φορές  των  ΑΒ , ΒΓ , ΓΑ  αντίστοιχα .

       Να  βρεθεί  το  x  ώστε  να  ισχύει    2 (ΔΕΖ) = (ΑΒΓ) .
27.   Θεωρούμε   ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΒΓ  (
[image: image207.wmf]Ù
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=900 )   και  το  ύψος  του  ΑΔ . Να  

        αποδειχθεί  ότι    
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