Γεωμετρία  Β΄ Λυκείου                                                                                 Γενικής  Παιδείας
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  ΛΥΜΕΝΕΣ
	1.


	Ένα  κανονικό  πολύγωνο  έχει  ακτίνα  R = 10  cm και  πλευρά  
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 . Να   βρείτε  το  απόστημα   του  
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 και  το  εμβαδόν  του  
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Απόδειξη :

                     Είναι    
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   οπότε  ν = 4  και  
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	2.


	Σε  κύκλο  (Ο,R)  με  R=10cm , παίρνουμε  διαδοχικά  τα  τόξα  
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 .Να  υπολογίσετε  τις  πλευρές 

και  το  εμβαδόν  του  τετραπλεύρου  ΑΒΓΔ
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Απόδειξη :

               Είναι  
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                   ΓΒ = ΑΔ = 
[image: image15.wmf]4

2102

Rcm

l

==


               ΑΒ = 
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	3.


	Σε  κύκλο  (Ο,R)  με  R=10cm , παίρνουμε  διαδοχικά  τα  τόξα  
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  και  
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. Αν  οι  διαγώνιες  ΑΓ  και  ΒΔ  του  τετραπλεύρου  ΑΒΓΔ  τέμνονται  στο  Η , να  βρεθούν   οι  πλευρές   του  τετραπλεύρου   ΑΒΓΔ  και  τα  τμήματα  ΒΗ , ΑΗ
και  ΓΗ .
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Απόδειξη :

                 Είναι   
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                 Άρα  ΑΒ = ΑΔ = 
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   και   ΒΓ = ΓΔ = 
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  οπότε  η  ΑΓ  είναι  διάμετρος  του  κύκλου .
                Επειδή  η  ΑΓ  διχοτομεί  το  τόξο  
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                 ΑΗ = ΚΗ = 5    και   ΓΗ = ΓΚ + ΚΗ = 10+5 = 15 .
	4.


	Σε  κύκλο  (Κ,R)  με  R=10cm , φέρουμε  δυο  παράλληλες  χορδές , ίσες  με  τις  πλευρές  του  ισοπλεύρου  τριγώνου  και  

του  κανονικού  εξαγώνου αντίστοιχα ,που  είναι  εγγεγραμμένα  

στον  κύκλο   (Κ,R) .Αν  οι  χορδές  βρίσκονται  εκατέρωθεν  του 

κέντρου  Κ , να  βρεθεί  το  εμβαδόν  του  τραπεζίου που  έχει  βάσεις  τις  χορδές  αυτές .
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Απόδειξη :

           Έχουμε  ΑΒ // ΓΔ  , 
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            Το  ύψος  του  τραπεζίου  ΑΒΓΔ  είναι  το  ΛΜ  και  έχουμε :         
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	5.


	Δίνεται  τετράγωνο  ΑΒΓΔ  εγγεγραμμένο  σε  περιφέρεια  

(Ο , R )  και  το  μέσο  Ε  της  ΒΓ . Αν  Μ  είναι  η  τομή  της
ΑΕ  με  την  περιφέρεια  , να  αποδειχθεί  ότι  ΑΕ = 5ΕΜ .
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   Απόδειξη :

             Αν   ΑΒ = α  τότε  
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            Στο  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΒΕ  έχουμε :  
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            Άρα  
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            Από  τη  δύναμη  του  Ε  έχουμε :          
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            Οπότε  ΑΕ = 5ΕΜ
ΑΣΚΗΣΕΙΣ  ΑΛΥΤΕΣ
  1.   α)  Αν  η  γωνία  ενός  κανονικού  πολυγώνου  είναι  
[image: image48.wmf]0
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, να  βρείτε  το  πλήθος  των 

             πλευρών  του .
        β)  Να  αποδείξετε  ότι  δεν  υπάρχει  κανονικό  πολύγωνο  με  γωνία  
[image: image49.wmf]0
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.
  2.   Σε  δυο  κανονικά  δεκάγωνα  ο  λόγος  των  πλευρών  τους  είναι  
[image: image50.wmf]1
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. Να  βρείτε
        το  λόγο  των  αποστημάτων ,των  ακτίνων , των  περιμέτρων  και των  εμβαδών  τους .

  3.   Σε  δυο  κανονικά  ν-γωνα  ο  λόγος  των  αποστημάτων   τους  είναι  
[image: image51.wmf]2
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. Να  βρείτε  

        το  λόγο  των πλευρών  , των  ακτίνων , των  περιμέτρων  και  των  εμβαδών  τους .
  4.   Ένα  κανονικό  πολύγωνο  έχει  ακτίνα  R=16 cm  και  απόστημα  
[image: image52.wmf]83

n

a

=

 cm . Να

        βρείτε  την  πλευρά  του  
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  και  το  εμβαδόν  του  
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  5.   Ένα  κανονικό  πολύγωνο  έχει  ακτίνα  R=100 cm  και  απόστημα  
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        βρείτε  την  πλευρά  του  
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  και  το  εμβαδόν  του  
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  6.   Ένα  κανονικό  πολύγωνο  έχει  ακτίνα  R=10 cm  και  πλευρά   
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        βρείτε  το  απόστημά  του  
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  και  το  εμβαδόν  του  
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  7.   Για  κανονικά  πολύγωνα  εγγεγραμμένα  στον  ίδιο  κύκλο  (Ο,R)  Να  αποδείξετε  ότι  
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  8.   Για  κανονικά  πολύγωνα  εγγεγραμμένα  στον  ίδιο  κύκλο  (Ο,R)  Να  αποδείξετε  ότι  
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  9.   Αν  είναι  
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  πλευρές  των  εγγεγραμμένων  σε  κύκλο  (Ο,R)

       τετραγώνου  και  ισοπλεύρου  τριγώνου , να  υπολογιστούν :

             α)  Η  ακτίνα  R  του  κύκλου .

             β)  Τα  αποστήματα    
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  των  ανωτέρω  κανονικών  πολυγώνων .

 10.  Ο  λόγος  των  αποστημάτων  δυο  κανονικών  οκταγώνων  είναι  
[image: image67.wmf]4
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          Να  υπολογιστούν:

             α)  Ο  λόγος  των  περιμέτρων  τους .

             β)  Ο  λόγος  των  εμβαδών  τους .

11.   Κανονικού  πολυγώνου , η  ακτίνα  είναι  R = 8  cm  και  το  απόστημά  του  4
[image: image68.wmf]3

 .

        Να  υπολογίσετε :

                                 α)  την  πλευρά  του  πολυγώνου 

                                 β)  την  κεντρική  του  γωνία  ω 

                                 γ)  το  πλήθος  ν  των  πλευρών  του 

	12.


	Δίνεται  ένα  κανονικό  εξάγωνο  
[image: image69.wmf]1236
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   εγγεγραμμένο  σε  περιφέρεια  (Ο , R )  και  το  μέσο  Μ  της  πλευράς  
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 . Αν  Κ  είναι  η  τομή  της ΑΜ  με  την  περιφέρεια  , να  αποδειχθεί  ότι  
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	13.


	Σε  κύκλο  (Ο,R)  θεωρούμε  τη  διάμετρο  ΑΒ  και  μια  χορδή 
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  Αν  Μ  είναι  το  μέσο  της  χορδής  ΓΔ , να  αποδείξετε

ότι  
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4

7

4

l

MA+MB=


	          [image: image75.jpg]





	14.


	Από  σημείο  Α  εκτός  κύκλου  (Ο,R)  φέρουμε  την  τέμνουσα  ΑΒΓ , ώστε  ΑΒ=ΒΓ . Αν  ΟΑ = 
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αποδείξετε  ότι  
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  και  στη  συνέχεια  να  υπολογίσετε  το  εμβαδόν  του  τριγώνου  ΟΑΓ  ως

συνάρτηση  του  R .
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  ΛΥΜΕΝΕΣ
	1.


	Δυο  κάθετες  χορδές  ΑΒ  και  ΑΓ  ενος  κύκλου  (Ο,R)  έχουν  μήκη  3 cm  και  4cm  αντίστοιχα . Να  βρεθεί  το 

μήκος  του  κύκλου  και  το  εμβαδόν  του .
	[image: image81.jpg]





   Απόδειξη :

                Η  γωνία  
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  και  είναι  εγγεγραμμένη  στον  κύκλο   (Ο,R)  άρα  η  ΒΓ  είναι   

                διάμετρος  του  κύκλου . Από  το  πυθαγόρειο  θεώρημα  στο  ορθογώνιο  τρίγωνο 
                ΑΒΓ  παίρνουμε :  
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                Επομένως  L = 
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	2.


	Σε  κύκλο  (Ο,R )  θεωρούμε  διαδοχικές  χορδές  ΑΒ , ΒΓ  
Και  ΓΔ  με  
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. Αν  το  απόστημα 

που  αντιστοιχεί  στη  χορδή  ΑΒ  είναι  ίσο  με  
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   Απόδειξη :

                Είναι   ΟΜ = 
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 , συνεπώς  έχουμε :  
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               Άρα  τα  μήκη  των  τόξων  είναι : 
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	3.


	Σε  κύκλο  (Ο,R )  θεωρούμε  χορδή    ΒΓ = 
[image: image111.wmf]3
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 . Να  βρεθεί
το  εμβαδό  των  δυο  κυκλικών  τμημάτων  στα  οποία 

χωρίζεται  ο  κύκλος  από  τη  χορδή  ΒΓ .
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   Απόδειξη :

       Έστω    (Κ,R )  ο  κύκλος  και  ΑΒΓ  το  εγγεγραμμένο  σε  αυτόν  ισόπλευρο  τρίγωνο .

        Για  το  κυκλικό  τμήμα  ΒΣΓ  έχουμε :    
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       Ομοίως  για  το  κυκλικό  τμήμα   ΒΑΓ  έχουμε :
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	Δίνεται  ισόπλευρο  τρίγωνο  ΑΒΓ  πλευράς  α . Με  κέντρα  τις  κορυφές  Α , Β   και  Γ  γράφουμε  κύκλους 

 με  ακτίνα   
[image: image115.wmf]2

a

 , οι  οποίοι  ανα  δυο  εφάπτονται  εξωτερι-
κά  και  σχηματίζουν  ένα  καμπυλόγραμμο  τρίγωνο ΚΛΜ

Να  υπολογίσετε  ως  συνάρτηση  του  α  το  εμβαδόν    του   καμπυλόγραμμου  τριγώνου ΚΛΜ .
	[image: image116.jpg]






           Απόδειξη :
               Το  εμβαδόν  καθενός  από  τους  κυκλικούς  τομείς  που  βρίσκονται  εντός  του  

               τριγώνου  ΑΒΓ  είναι : 
[image: image117.wmf]¼
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               Το  εμβαδόν  του  τριγώνου  ΑΒΓ  είναι :  
[image: image118.wmf](

)

2

3

4

a

ABG=


               Επομένως  το  εμβαδόν  του   καμπυλόγραμμου  τριγώνου ΚΛΜ  είναι :    

               
[image: image119.wmf](
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	Έστω  δυο  ίσοι  κύκλοι  (Κ,R)  και  (Λ,R)  με  
[image: image120.wmf]2

R

KL=

.
Να  αποδείξετε  ότι  οι  κύκλοι  τέμνονται  και  να  υπολογίσετε  την  περίμετρο  και  το  εμβαδόν  του  χωρίου  που  περικλείεται  από  αυτούς .
	[image: image121.jpg](4

N






           Απόδειξη :
           Επειδή     
[image: image122.wmf]022

<<

  έχουμε :               

                                             
[image: image123.wmf]2
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           οπότε  οι  κύκλοι  (Κ,R)  και  (Λ,R)   τέμνονται 

           Έστω  Α  και  Β  τα  σημεία  στα  οποία  τέμνονται  οι  κύκλοι .

           Η  διάκεντρος  ΚΛ  και  η  κοινή  χορδή  ΑΒ  τέμνονται  κάθετα  στο  σημείο  Μ   

           και  διχοτομούνται , οπότε :   
[image: image124.wmf]2
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  και  
[image: image125.wmf]22
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           Δηλαδή  
[image: image126.wmf]2
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            Άρα  το  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΚΑΜ  είναι  και  ισοσκελές , οπότε :

             
[image: image127.wmf]0
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   και   
[image: image128.wmf]0

90

ÙÙ

AKB==ALB


             Η  περίμετρος  του  ζητούμενου  χωρίου  είναι  διπλάσια  από  το  μήκος  του 

             τεταρτοκυκλίου  
[image: image129.wmf]¼
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 , δηλαδή  
[image: image130.wmf]2
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             Το  εμβαδόν  Ε  του  ζητούμενου  χωρίου  είναι  διπλάσια  από  το  εμβαδόν  
[image: image131.wmf]1

E


             του  κυκλικού  τμήματος  ΑΝΒ , δηλαδή 

             
[image: image132.wmf](
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	Δίνεται  κύκλος  (Ο,R)  και  η  ακτίνα  του  ΟΑ .Στην

προέκταση  της  ΟΑ  προς  το  Α  παίρνουμε  σημείο  Β ,
ώστε  
[image: image133.wmf](
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. Αν  ΒΓ  είναι  το  εφαπτόμενο  τμήμα  που  άγεται  από  το  Β  προς  τον  κύκλο , να  

βρείτε  την  περίμετρο  και  το  εμβαδόν  του  μικτόγραμμου  τριγώνου  ΑΒΓ .
	      [image: image134.jpg]





           Απόδειξη :
         Είναι  ΟΒ = ΟΑ + ΑΒ = 
[image: image135.wmf]2
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     και     
[image: image136.wmf]222222
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         Άρα  
[image: image137.wmf]0
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 . Επομένως  η  περίμετρος  είναι : 
         Π = 
[image: image138.wmf](
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         και  το  εμβαδόν       
[image: image139.wmf](
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	Δίνεται  κύκλος  (Ο,R) και  δυο  ακτίνες  του  ΟΑ και 
ΟΒ  που  σχηματίζουν  γωνία  
[image: image140.wmf]0

60

.Στο  Β  φέρνουμε  

την  εφαπτομένη  Βx  και  από  το  Α  την  
[image: image141.wmf]x

AG^B

 . 

Να  υπολογισθεί  το  εμβαδόν  του  μικτόγραμμου  
τριγώνου  ΑΒΓ .
	 [image: image142.jpg]





           Απόδειξη :
            Είναι  
[image: image143.wmf]x
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  σαν  ακτίνα  κάθετη  στην  εφαπτομένη , και  
[image: image144.wmf]x

AG^B

 , άρα     

            ΟΑ//ΑΓ   δηλαδή  το  ΟΒΓΑ  είναι  τραπέζιο . Επειδή  
[image: image145.wmf]0
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            τρίγωνο  ΟΑΒ  είναι  ισόπλευρο  δηλαδή  
[image: image146.wmf]0
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  και  
[image: image147.wmf]R
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[image: image148.wmf]0
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. Τότε  στο  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΓΒ  αφού  
[image: image149.wmf]0
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[image: image150.wmf]22
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[image: image151.wmf]2
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[image: image152.wmf]3
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	Δίνεται  κύκλος   (Ο,R)  και  μια  ακτίνα  του  ΟΑ .
Στην  προέκταση  της  ΟΑ  παίρνουμε  τμήμα  ΑΒ = ΟΑ

και  από  το  Β  φέρουμε  την  εφαπτομένη  ΒΓ  του 

κύκλου    (Ο,R) .  Να  υπολογισθεί  το  εμβαδόν  του  μικτόγραμμου  τριγώνου  ΑΒΓ .
	 [image: image154.jpg]





           Απόδειξη :
          Είναι  
[image: image155.wmf]OG^BG

  σαν  ακτίνα  κάθετη  στην  εφαπτομένη . Είναι  ΟΒ=ΟΑ+ΑΒ=2R    

          Αφού  ΟΑ = 2R =2ΟΓ  άρα  στο  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΟΓΒ  είναι  
[image: image156.wmf]0

30

Ù

GBO=

  και  
          
[image: image157.wmf]0
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.  Στο  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΟΓΒ  από  το  πυθαγόρειο  θεώρημα  έχουμε :

          
[image: image158.wmf](
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  οπότε  
[image: image159.wmf]3
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	Δίνεται  ημικύκλιο  κέντρου  Ο  και  διαμέτρου  ΑΒ = 2 R  Στην  προέκταση  του  ΑΒ   προς  το  Β , θεωρούμε  ένα  σημείο  Γ , τέτοιο  ώστε  ΒΓ = 2 R . Από  το  Γ  φέρουμε    το  εφαπτόμενο  τμήμα  ΓΕ  του  ημικυκλίου .

 Η  εφαπτομένη  του  ημικυκλίου  στο  σημείο  Α  τέμνει  την  προέκταση  του  τμήματος  ΓΕ  στο  Δ .

  α)  Να  αποδείξετε  ότι  ΓΕ = 2
[image: image161.wmf]2
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  β)  Να  αποδείξετε  ότι  
[image: image162.wmf]GE

×

GD

=

GO

×

GA


  γ)  Να  υπολογίσετε  το  τμήμα  ΓΔ  συναρτήσει  του  R
  δ)  Να  υπολογίσετε  το  άθροισμα  των  εμβαδών 
       των μικτόγραμμων  τριγώνων  ΒΓΕ  και  ΑΔΕ  ως  

       συνάρτηση  του  R . 

	[image: image163.jpg]






           Απόδειξη :
        α)   Είναι  ΓΕ  εφαπτόμενο  τμήμα  του  ημικυκλίου  και  ΓΒΑ  τέμνουσα  οπότε 

              ισχύει :  
[image: image164.wmf]22
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  άρα  
[image: image165.wmf]22

R

GE=


        β)   Επειδή  
[image: image166.wmf]OE^GD

  και   
[image: image167.wmf]DA^AG

  το  τετράπλευρο  ΑΟΕΔ  είναι  εγγράψιμο .
              Άρα  ΑΟ   και  ΔΕ  είναι  χορδές  κύκλου  που  τέμνονται  στο  Γ , οπότε  

              έχουμε :  
[image: image168.wmf]GA×GO=GD×GE


        γ)   Αφού  
[image: image169.wmf]GA×GO=GD×GE

  έχουμε : 
                                                                
[image: image170.wmf]2
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[image: image171.wmf](
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	Δύο  κύκλοι  (Κ,R)  και  (Λ,3R)  εφάπτονται  εξωτερικά

στο  σημείο  Α . Αν  ΒΓ  είναι  μια  κοινή  εξωτερική 

εφαπτομένη   τους , να  υπολογίσετε  το  εμβαδόν :

            α)  του  μικτόγραμμου  τριγώνου  ΑΒΓ .

            β)  του  περιγεγραμμένου  κύκλου  του  

                 τριγώνου ΑΒΓ
	[image: image172.jpg]





   Απόδειξη :
           Αν  φέρουμε   
[image: image173.wmf]KM^GL

, τότε  το  τετράπλευρο  ΚΜΓΒ  είναι  ορθογώνιο , οπότε :
           ΒΚ = ΓΜ = R   και     
[image: image174.wmf]1
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[image: image175.wmf]0
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[image: image176.wmf]0
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[image: image177.wmf]0

120

Ù

AKB=

. Επομένως  
[image: image178.wmf]3
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[image: image180.wmf]3
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           α)  Το  εμβαδόν  
[image: image181.wmf]1

E

του  μικτόγραμμου  τριγώνου  ΑΒΓ  υπολογίζεται , αν  

                 αφαιρέσουμε   από  το  εμβαδόν  του  τραπεζίου ΚΛΓΒ  τα  εμβαδά  των  

                 κυκλικών  τομέων   
[image: image182.wmf]»
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[image: image184.wmf](
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           β)  Είναι    
[image: image185.wmf](
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  και   
[image: image186.wmf]0
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[image: image187.wmf]00
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   οπότε  η  ακτίνα  του  περιγεγραμμένου  

                 κύκλου  του  ορθογωνίου  τριγώνου  ΑΒΓ  είναι  ίση  με  
[image: image188.wmf]3
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                 ζητούμενο  εμβαδόν  είναι   
[image: image189.wmf](
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	 Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι   
[image: image190.wmf]0
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 , 
[image: image191.wmf]0
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 ,  
[image: image192.wmf]0
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 και  
[image: image193.wmf]a
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 .Με  κέντρα  τις  κορυφές  Β ,Γ  και  ακτίνες  γ  και  β  αντίστοιχα , γράφουμε  τόξα    
[image: image194.wmf]»

AE

  και   
[image: image195.wmf]»
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(τα  Ε  και  Ζ  ανήκουν  στη  ΒΓ )      

Να  υπολογίσετε  τα  εμβαδά  των  τριών  τμημάτων , στα
οποία  το  τρίγωνο  διαιρείται  από  τα  τόξα  αυτά 
	[image: image196.jpg]





Απόδειξη :
         Στο  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΔΓ  αφού  
[image: image197.wmf]0
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         Στο  ορθογώνιο  και  ισοσκελές  τρίγωνο  ΑΔΒ  από  το  πυθαγόρειο  θεώρημα  

         έχουμε :  
[image: image199.wmf]2222
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   οπότε   
[image: image200.wmf]2
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         Στο  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΔΓ  από  το  πυθαγόρειο  θεώρημα  έχουμε :   

         
[image: image201.wmf](

)

2

2222222

243

lllll

DG=AG-AD=-=-=

  οπότε  
[image: image202.wmf]3
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         Το  εμβαδόν  του  μικτόγραμμου  τριγώνου  ΑΒΖ  υπολογίζεται  αν  από  το  

         εμβαδόν  του  τριγώνου  ΑΒΓ  αφαιρέσουμε  το  εμβαδόν  του  κυκλικού  τομέα

         
[image: image203.wmf]»
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         Το  εμβαδόν  του  μικτόγραμμου  τριγώνου            
[image: image206.wmf](
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  ΑΛΥΤΕΣ

1.  Δίνεται  κανονικό  εξάγωνο  ΑΒΓΔΕΖ   και  ισόπλευρο  τρίγωνο  ΑΓΕ . Να  υπολογίσετε 
              α)  την  πλευρά  ΑΓ  αν  γνωρίζουμε  ότι  ΑΒ = 6  cm
             β)  το  λόγο  των  εμβαδών  
[image: image208.wmf])
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 .

2.   Το  εμβαδόν  ισοπλεύρου  τριγώνου  εγγεγραμμένου  σε  κύκλο  είναι  12
[image: image209.wmf]3

  cm 2 .

        Aν  στον  ίδιο  κύκλο  εγγράψουμε  τετράγωνο , να  βρεθούν :

            α)  η  πλευρά  του  λ 4
            β)  το  απόστημα  α 4
            γ)  το  εμβαδόν  του  Ε 4
3.   Σε  κύκλο  με  ακτίνα  R = 6  cm  εγγράφουμε  τετράγωνο  και  στο  τετράγωνο  εγγρά-

        φουμε  νέο  κύκλο .  Να  υπολογιστούν :

          α)  το  εμβαδόν  του  τετραγώνου 

          β)  ο  λόγος  των  εμβαδών  των  δυο  κύκλων 

4.   Κύκλος  είναι  εγγεγραμμένος  σε  τετράγωνο  πλευράς  4  cm . Να  υπολογίσετε :

         α)  το  εμβαδόν  του  κύκλου 

         β)  το  εμβαδόν  του  μέρους  του  τετραγώνου  που  βρίσκεται  εκτός  του  κύκλου .

5.   Σε  κόκλο  (Ο,R)  είναι  εγγεγραμμένο  ισόπλευρο  τρίγωνο  πλευράς   15  cm .
        Να  υπολογίσετε : α)  το  εμβαδόν  του  κυκλικού  δίσκου (Ο,R) 
                                    β)  το  εμβαδόν  του  ισοπλεύρου  τριγώνου  και  το  εμβαδόν  του  

                                         χωρίου  που  περικλείεται  από  τον  κύκλο  και  το  τρίγωνο .

 6.   Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  α = 9 cm , β = 10 cm  και  γ = 17 cm . Να  βρεθούν : 

        α)  το  εμβαδόν  του  τριγώνου ΑΒΓ 

        β)  το  μήκος  και  το  εμβαδόν  του  εγγεγραμμένου  κύκλου  του  τριγώνου  ΑΒΓ

        γ)  το  μήκος  και  το  εμβαδόν  του  περιγεγραμμένου  κύκλου  του  τριγώνου  ΑΒΓ
7.  Σε  κύκλο  (Ο,R)  φέρουμε  δυο  παράλληλες  χορδές  του  ΑΒ  και  ΓΔ  προς  το  ίδιο

       μέρος  του  κέντρου  Ο , με  ΑΒ = R  και  ΓΔ = R
[image: image210.wmf]2

 . Να  υπολογίσετε  το  εμβαδόν  

       του  μέρους  του  κύκλου  που  βρίσκεται  μεταξύ  των  χορδών  αυτών .

8.  Δίνεται  κύκλος  (Ο,R)   και  δυο  χορδές  του  ΑΓ = R
[image: image211.wmf]3

  και  ΑΒ = R  προς  το  ίδιο 

       μέρος  του  κέντρου  του  Ο . Να  βρεθεί  η  περίμετρος  και  το  εμβαδόν  του  μικτό-

       γραμμου  τριγώνου  ΑΒΓ .
9.  Δίνεται  κύκλος  (Ο,R)  και  παίρνουμε  δυο  τόξα  
[image: image212.wmf]0
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  και  ΑΓ = 45 0 προς  το  

       ίδιο  μέρος  του  κέντρου  του  Ο . Αν  φέρουμε  τη  χορδή  ΓΒ  και  την  ΑΔ // ΓΒ , 

       να  βρεθεί  το  εμβαδόν  του  κυκλικού  τμήματος  ΑΔΒΓΑ .
10.  Δίνεται  κύκλος  (Ο,R)  και  παίρνουμε  τόξο  ΑΒ = 90 0 και  σημείο  Μ  στο  τόξο  ΑΒ 

       έτσι  ώστε  το  τόξο  ΑΜ = 60 0 . Αν  φέρουμε  την  ΑΝ // ΒΜ , να  βρεθεί  το  εμβαδόν 

       του  μικτόγραμμου  σχήματος  ΑΝΒΜ .
11.  Τρεις  κύκλοι  (Ο1,R 1) , (O2,R 2)  και  (O3,R 3)   εφάπτονται  ανα  δυο  εξωτερικά  στα 

        σημεία  Α , Β   και  Γ . Αν  R 1= R 2 = 
[image: image213.wmf]2

  και  R 3 = 2 - 
[image: image214.wmf]2

 , τότε :

         α)  να  αποδείξετε  ότι  το  τρίγωνο  
[image: image215.wmf]3
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  είναι  ορθογώνιο 

         β)  να  υπολογίσετε  την  περίμετρο  του  καμπυλόγραμμου  τριγώνου  ΑΒΓ

         γ)  να  υπολογίσετε  το  εμβαδόν  του  καμπυλόγραμμου  τριγώνου  ΑΒΓ .

12.  Τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι  εγγεγραμμένο  σε  κύκλο  (Ο,R) . Η  πλευρά  ΑΒ  είναι  ίση  με  

       την  πλευρά   λ 4  του  εγγεγραμμένου  στον  κύκλο  (Ο,R)  τετραγώνου  και  η  πλευρά 

       ΑΓ  είναι  ίση  με  την  πλευρά    λ 6  του  εγγεγραμμένου  στο  κύκλο  (Ο,R)  κανονικού 

       εξαγώνου . Φέρουμε  το  ύψος  ΑΗ  του  τριγώνου  ΑΒΓ .

       α)  Να  υπολογίσετε  τις  γωνίες  του  τριγώνου  ΑΒΓ 

       β)  Να  αποδείξετε  ότι  
[image: image216.wmf]2
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       γ)  Να  αποδείξετε  ότι  
[image: image217.wmf]2
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       δ)  Με  κέντρο  την  κορυφή  Β  και  ακτίνα  ΒΑ  γράφουμε  κύκλο , ο  οποίος  τέμνει  

            την  πλευρά  ΒΓ  στο  σημείο  Δ , και  με  κέντρο  την  κορυφή  Γ  και  ακτίνα  ΓΑ 

            γράφουμε  κύκλο , ο  οποίος  τέμνει  την  πλευρά  ΒΓ  στο  σημείο  Ε . Να  υπολο-

            γίσετε  τα  εμβαδά  των  καμπυλόγραμμων  τριγώνων  ΑΒΕ  και  ΑΓΔ  ως  συνάρτηση

            της  ακτίνας  R .
	13.  Η  επίκεντρη  γωνία  
[image: image218.wmf]B
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  του  κυκλικού  τομέα             
       του  διπλανού  σχήματος  είναι  ορθή  και  η  ακτίνα                               

        του  είναι  6 . Η  κάθετη  ευθεία  στο  μέσο  Κ  της                                       

        ακτίνας  ΟΑ  τέμνει  το  τόξο  του  κυκλικού  τομέα

        στο  σημείο  Γ .

         α)  Να  δείξετε  ότι  
[image: image219.wmf]0
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         β)  Να  υπολογίσετε  το  μήκος  του  τόξου  ΑΓ                                                                  
         γ)  Να  βρείτε  το  λόγο  του  μήκους  του  τόξου 

              ΑΓ  προς  το  μήκος  του  τόξου  ΓΒ 
         δ)  Να  υπολογίσετε  το  εμβαδόν  του  κυκλικού

              τμήματος  ΑΔΓΑ .                                                              
	[image: image220.jpg]





14.  Δίνεται   τραπέζιο  ΑΒΓΔ  ( ΑΔ // ΒΓ )  εγγεγραμμένο  σε  κύκλο  (Ο,R)   με  ΑΒ=ΒΓ=ΓΔ=R
         και  ΑΔ = 2R . Αν  οι  διαγώνιες  ΑΓ  και  ΒΔ  και  το  ύψος  ΟΗ  του  ΑΒΓΔ  τέμνονται 

        στο  σημείο  Κ , να  βρεθούν τα  εμβαδά  των  τριγώνων  ΑΟΚ  και  ΒΗΚ  και  το  εμβα-

        δόν  του  τραπεζίου  ΑΒΓΔ .
15.  Με  διάμετρο  την  πλευρά  ΒΓ = 2α   ενός  ισοπλεύρου  τριγώνου  ΑΒΓ  γράφουμε  

       ημικύκλιο  (Ο,α)  προς  το  ίδιο  μέρος  του  τριγώνου , που  τέμνει  τις  ΑΒ  και  ΑΓ  

       στα  σημεία   Δ  και  Ε  αντίστοιχα . 

       α)  Δείξτε  ότι  τα  τρίγωνα  ΟΒΔ  και  ΟΕΓ  είναι  ισόπλευρα 

       β)  Να  υπολογίσετε  το  εμβαδόν  του  κυκλικού  τομέα  (Ο.ΒΔ)

       γ)  Να  υπολογίσετε  το  εμβαδόν   ε   του  κυκλικού  τμήματος  που  περιέχεται  στην 

            κυρτή  γωνία  
[image: image221.wmf]D

O

B

Ù

 .
	16.  Έστω  ισοσκελές  τραπέζιο  ΑΒΓΔ  ( ΑΒ // ΓΔ ) με  ΑΒ = ΑΔ = ΒΓ = α  και  ΓΔ = 2α . 

        Να  βρείτε : 

                       α)  το  εμβαδόν  του  τραπεζίου  ΑΒΓΔ 

                       β)  τη  διαγώνιο  ΑΓ

                       γ)  το  εμβαδόν  του  κύκλου  στον  οποίο  το  τραπέζιο  είναι  εγγεγραμμένο .



	17.  Θεωρούμε  ένα  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΒΓ ( 
[image: image222.wmf]0

90

=

A

Ù

 )  με  
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  και  ΒΓ = α . Με  

        κέντρο  το  Β  και  ακτίνα  ΒΑ  γράφουμε  τόξο  που  τέμνει  τη  ΒΓ  στο  Μ  και  με 

        κέντρο  το  Γ  και  ακτίνα  ΓΜ  γράφουμε  τόξο  που  τέμνει  την  ΑΓ  στο  Ν . Να  

        βρεθεί  η  περίμετρος  και  το  εμβαδόν  του  μικτόγραμμου  τριγώνου  ΑΜΝ .


	18.
	Τρεις  ίσοι  κύκλοι  εφάπτονται  ανά  δυο  όπως  στο                                             

σχήμα , έχουν  ακτίνες  ίσες  με  1 cm , και  οι  κοινές     εξωτερικές  εφαπτόμενες  τους  σχηματίζουν  τρίγωνο

ΑΒΓ . Υπολογίστε  το  εμβαδόν  του  μέρους  του  τριγώνου  που  βρίσκεται  εκτός  των  κύκλων .                            
	[image: image224.jpg]


 

	19.
	Στο  σχήμα  το  τρίγωνο  είναι  ισόπλευρο  πλευράς                              

α=12  cm . Οι  κύκλοι  έχουν  την  ίδια  ακτίνα .  

Να υπολογιστεί  το  εμβαδόν  του  χωρίου  που  είναι

μέσα  στο  τρίγωνο  και  εξωτερικά  των  κύκλων .


	     [image: image225.jpg]





20.  Δίνεται  κανονικό  εξάγωνο  ΑΒΓΔΕΖ  . Αν  Μ  το  μέσο  της  ΓΔ  να  υπολογιστεί :                                                                                                                                                                                                    
        α)  το  τμήμα  ΑΜ  συναρτήσει  της  ακτίνας  R  του  περιγεγραμμένου  του  κύκλου

        β)  ο  λόγος  των  εμβαδών :
[image: image226.wmf])
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21.  Σε  κύκλο  (Ο,R)  με  R = 1   φέρουμε  τις  ακτίνες  ΟΑ , ΟΒ , ΟΓ , ΟΔ , ΟΕ  έτσι  ώστε 

       ΑΒ = λ 4 , 
[image: image227.wmf]0
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  και  ΑΕ = λ 3 .

       α)  Να  υπολογίσετε  τις  πλευρές  ΑΒ , ΒΓ , ΓΔ , ΔΕ   και  ΕΑ .
         β)  Να  υπολογίσετε  το  εμβαδόν  του  πενταγώνου  ΑΒΓΔΕ .
PAGE  
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