Γεωμετρία   Β΄ Λυκείου                                                                             Γενικής Παιδείας    


ΜΕΤΡΙΚΕΣ  ΣΧΕΣΕΙΣ  ΣΕ  ΟΡΘΟΓΩΝΙΟ  ΤΡΙΓΩΝΟ

ΘΕΩΡΙΑ
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ΜΕΤΡΙΚΕΣ  ΣΧΕΣΕΙΣ  ΣΕ  ΟΡΘΟΓΩΝΙΟ  ΤΡΙΓΩΝΟ
ΑΣΚΗΣΕΙΣ  ΛΥΜΕΝΕΣ
	1.
	Δίνεται  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΒΓ  (
[image: image3.wmf]µ

A

=
[image: image4.wmf]0

90

) . Από  το  

μέσο  Μ  της  πλευράς  ΑΒ  φέρνουμε  
[image: image5.wmf]MD^BG

.  Να  

δείξετε  ότι   
[image: image6.wmf]222

DG-DB=AG


	[image: image7.jpg]





   Απόδειξη :
Από  το  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΓΔΜ   παίρνουμε :   
[image: image8.wmf]222

DG=MG-MD

   (1)

Από  το  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΒΔΜ  παίρνουμε  :   
[image: image9.wmf]222

DB=MB-MD

  (2)
Αφού  Μ  μέσο  της  ΑΒ  έχουμε :  ΜΑ=ΜΒ (3)

Αφαιρώντας  τις  (1) , (2)  και  με  βάση  την  (3) έχουμε :  
[image: image10.wmf]2222

DG-DB=MG-MA


Από  το  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΜΑΓ  παίρνουμε  :   
[image: image11.wmf]222222

AG=MG-MAÛDG-DB=AG

 .
	2.
	Δίνεται  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΒΓ  (
[image: image12.wmf]µ

A

=
[image: image13.wmf]0

90

)  και  Μ  το  μέσο   

της  πλευράς  ΑΒ.  Αν  Ν  είναι  η  προβολή  του  σημείου  Μ  στη  ΒΓ ,  να  αποδείξετε  ότι  
[image: image14.wmf]222

NG-NB=AG

 .Στη  συνέχεια  να  διατάξετε  σε  αύξουσα  σειρά  τα  τμήματα   ΜΓ , ΝΒ   και  ΝΓ .
	[image: image15.jpg]





Απόδειξη :

Από  το  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΓΝΜ   παίρνουμε :   
[image: image16.wmf]222

NG=MG-MN

   (1)

Από  το  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΒΝΜ  παίρνουμε  :   
[image: image17.wmf]222

NB=MB-MN

  (2)
Αφού  Μ  μέσο  της  ΑΒ  έχουμε :  ΜΑ=ΜΒ (3)

Από  το  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΜΓ   παίρνουμε :   
[image: image18.wmf]222

MG-MA=AG

   (4)

Αφαιρώντας  τις  (1) , (2)  και  με  βάση  την  (3) και  (4)  έχουμε :  
                
[image: image19.wmf]222222

NG-NB=MG-NM-MB+NMÞ


                
[image: image20.wmf]2222

NG-NB=MG-MBÞ


                
[image: image21.wmf]2222

NG-NB=MG-MAÞ


                
[image: image22.wmf]222

NG-NB=AG


Στο  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΜΝΓ  η  ΜΓ  είναι  υποτείνουσα  και  η  ΝΓ  κάθετη  πλευρά .

Επομένως  ΜΓ > ΝΓ . Επίσης  είναι  
[image: image23.wmf]222

0

NG-NB=AG>

 , άρα  
[image: image24.wmf]22

NG>NBÞNG>NB


Τελικά  προκύπτει  ΝΒ < ΝΓ < ΜΓ .

	3.
	Δίνεται  κύκλος  με  διάμετρο  ΑΒ , δύο  χορδές  του  ΑΖ και  ΒΗ,

 και  φέρνουμε  
[image: image25.wmf]ZQ^AB

  και  
[image: image26.wmf]HK^AB

. Να  δείδετε  ότι : 
          
[image: image27.wmf]22

AH×AQ=AZ×AK


	[image: image28.png]





 Απόδειξη :

Επειδή  οι  γωνίες   
[image: image29.wmf]Ù

AZB

   και  
[image: image30.wmf]Ù

AHB

  είναι  εγγεγραμμένες  σε  ημικύκλιο , τα  τρίγωνα  

ΑΖΒ   και  ΑΗΒ  είναι  ορθογώνια , οπότε  έχουμε  
                   
[image: image31.wmf]2

AZ=AB×AQ

   (1)     και     
[image: image32.wmf]2

AH=AB×AK

  (2)

Διαιρώντας  κατά  μέλη  τις  (1)  και  (2)  έχουμε : 
[image: image33.wmf]2

2

AZAQ

=

AHAK


[image: image34.wmf]22

ÞAH×AQ=AZ×AK


	4.
	Δίνεται  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΒΓ  (
[image: image35.wmf]µ

A

=
[image: image36.wmf]0

90

)  και  το  ύψος  του ΑΔ.   Φέρνουμε  
[image: image37.wmf]DE^AB

  και  
[image: image38.wmf]DZ^AG

. Να  δείξετε  ότι :
     
[image: image39.wmf]3

BG×DE×DZ=AD


	[image: image40.jpg]





 Απόδειξη :

Από  το  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΒΓ  παίρνουμε :   
[image: image41.wmf]2

AD=BD×DG

   (1)

Από  τα  ορθογώνια  τρίγωνα  ΑΒΓ , ΑΔΒ , ΑΔΓ    παίρνουμε :   

[image: image42.wmf]AB×DE=AD×DB

  (2)    ,      
[image: image43.wmf]AG×DZ=AD×DG

  (3)      ,      
[image: image44.wmf]AB×AG=AD×BG

 (4)
Πολλαπλασιάζοντας   τις  (2) , (3)  και  (4)  κατά  μέλη  παίρνουμε : 
                  
[image: image45.wmf]223

AB×AG×DE×DZ=AD×DB×DG×BGÞ


                 
[image: image46.wmf]2232

AB×AG×DE×DZ=AD×AD×BGÞ


                
[image: image47.wmf](

)

2

322

AB×AG×BG×DE×DZ=AD×AD×BGÞ


                
[image: image48.wmf](

)

2

322

AD×BG×BG×DE×DZ=AD×AD×BGÞ


                 
[image: image49.wmf]22322

AD×BG×BG×DE×DZ=AD×AD×BGÞ


                 
[image: image50.wmf]3

BG×DE×DZ=AD


	5.
	Αν  Η  είναι  το  ορθόκεντρο  ενός  τριγώνου  ΑΒΓ , να  αποδειχθεί   ότι  ισχύει  η  σχέση : 
[image: image51.wmf]2222

AB-AG=BH-GH


	[image: image52.jpg]





Απόδειξη :
Από  το  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΒΖ   παίρνουμε :  
[image: image53.wmf]222

AB=AZ+BZ

  (1)

Από  το  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΓΖ  παίρνουμε  :   
[image: image54.wmf]222

AG=AZ+ZG

  (2)
Αφαιρούμε  την  (2)  από  την  (1) , οπότε :     
[image: image55.wmf]2222

AB-AG=BZ-ZG

 (3)
Από  το  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΒΖΗ   παίρνουμε :   
[image: image56.wmf]222

BH=BZ+ZH

  (4)

Από  το  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΓΖΗ  παίρνουμε  :    
[image: image57.wmf]222

GH=ZG+ZH

  (5)
Αφαιρούμε  την  (5)  από  την  (4) , οπότε :     
[image: image58.wmf]2222

BH-GH=BZ-ZG

 (6)

Από  τις  (3)   και   (6)  έχουμε : 
[image: image59.wmf]2222

AB-AG=BH-GH


	6.
	Αν  σε  ισοσκελές  τρίγωνο  ΑΒΓ  (ΑΒ=ΑΓ)  φέρουμε  το  ύψος 

του  ΒΚ  , να  αποδειχθεί  ότι  ισχύει  η  σχέση :      

               
[image: image60.wmf]222222

32

AB+BG+AG=BK+AK+GK



	[image: image61.jpg]





Απόδειξη :
Από  το  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΒΚ   παίρνουμε :  
[image: image62.wmf]222

AB=AK+BK

  (1)

Αφού   ΑΒ=ΑΓ  έχουμε :  
[image: image63.wmf]222

AG=AK+BK

  (2)
Από  το  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΒΓΚ   παίρνουμε :  
[image: image64.wmf]222

BG=GK+BK

   (3)

Προσθέτουμε  κατά  μέλη  τις  (1) , (2)  και  (3) και  έχουμε : 
                             
[image: image65.wmf]222222

32

AB+BG+AG=BK+AK+GK


	7.
	Αν  σε  ισοσκελές  τραπέζιο  ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ)  είναι  
[image: image66.wmf]0

90

ÙÙ

A=D=


και      
[image: image67.wmf]AG^DB

 ,  να  αποδειχθεί  ότι  ισχύει  η  σχέση :      

                            
[image: image68.wmf]2

DA=AB×GD



	[image: image69.jpg]





Απόδειξη :
Από  την  κορυφή  Δ  του  τραπεζίου  φέρουμε  την  ΔΖ//ΑΓ που  τέμνει  την  προέκταση  της  ΒΑ  στο  Ζ . Αφού  
[image: image70.wmf]AG^DB

  και  ΔΖ//ΑΓ  προκύπτει  
[image: image71.wmf]0

90

Ù

DZ^DBÞZDB=


Αφού  ΔΖ//ΑΓ  και  ΔΓ//ΑΖ  το  τετράπλευρο  ΖΔΓΑ  είναι  παραλληλόγραμμο , οπότε      

                  ΖΑ=ΓΔ

Το  ΔΑ  είναι  ύψος  του  ορθογωνίου  τριγώνου  ΔΖΒ  οπότε  παίρνουμε :       

                                
[image: image72.wmf]22

DA=AB×ZAÞDA=AB×GD

  

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  ΑΛΥΤΕΣ
1.   Δίνεται  τεταρτοκύκλιο  ΑΟΒ . Φέρνουμε  τη  διχοτόμο  ΟΔ  της  γωνίας  ΑΟΒ  και  από  

      τυχαίο  σημείο  Γ  του  τόξου  ΒΔ  φέρνουμε  ΓΕ 
[image: image73.wmf]^

 ΟΑ   που  τέμνει  την  ΟΔ  στο  Ζ . 

       Να  δείξετε  ότι  ΟΑ2 = ΓΕ2 + ΖΕ2 .

2.   Δίνεται  περιφέρεια  (Ο,R)  διαμέτρου  ΑΒ  με  δυο  ακτίνες  ΟΓ  και  ΟΔ  κάθετες  

      μεταξύ  τους . Φέρνουμε  ΔΖ 
[image: image74.wmf]^

 ΑΒ  και  ΓΕ 
[image: image75.wmf]^

 ΑΒ . Δείξτε  ότι  ΟΕ2 + ΟΖ2 = R2 .
3.   Δίνεται  ημικύκλιο  (Ο,R)  διαμέτρου  ΑΒ . Με  διάμετρο  την  ΑΟ  γράφουμε  ημικύ-

      κλιο  μέσα  στο  πρώτο . Να  βρεθεί  η  ακτίνα  x  του  κύκλου  που  εφάπτεται  στα  δυο 

      ημικύκλια  και  στην  ΟΒ  συναρτήσει  του  R .
4.   Έστω  ισοσκελές  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  βάση  ΒΓ  και  ύψος  ΒΔ . Να  αποδείξετε  ότι: 

       
[image: image76.wmf]222222

23

AB+BG+AG=GD+AD+BD


5.   Δίνεται  οξυγώνιο  τρίγωνο  ΑΒΓ  και  το  ύψος  ΑΔ . Να  αποδείξετε  ότι :

      
[image: image77.wmf]2222

AG-AB=DG-DB


6.   Δίνεται  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΒΓ  (
[image: image78.wmf]µ

A

=
[image: image79.wmf]0

90

)  με  πλευρά  ΒΓ= 17  και  περίμετρο 40.
       Να  βρεθούν  i)  τα  μήκη  των  κάθετων  πλευρών  ΑΒ  και  ΑΓ
                            ii)   το  μήκος  του  ύψους  ΑΔ

7.   Δίνεται  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΒΓ  (
[image: image80.wmf]µ

A

=
[image: image81.wmf]0

90

)  με  β=2γ  και  ύψος  ΑΔ . Να  δείξετε  ότι 

       ΔΓ = 4 ΒΔ

8.    Δίνεται  τετράπλευρο  ΚΛΜΝ  που  έχει  τις  διαγώνιες  κάθετες . Να  δειχθεί  ότι :    

          
[image: image82.wmf]2222

KN+ML=KL+MN


ΜΕΤΡΙΚΕΣ  ΣΧΕΣΕΙΣ  ΣΕ  ΤΥΧΑΙΟ  ΤΡΙΓΩΝΟ

ΘΕΩΡΙΑ
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ΜΕΤΡΙΚΕΣ  ΣΧΕΣΕΙΣ  ΣΕ  ΤΥΧΑΙΟ  ΤΡΙΓΩΝΟ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  ΛΥΜΕΝΕΣ
	1.
	Δίνεται  οξυγώνιο  τρίγωνο  ΑΒΓ  και  φέρουμε  τα  ύψη  ΒΔ  και

ΓΕ . Να  δείξετε  ότι   
[image: image86.wmf]2

BG=AG×DG+AB×BE


	[image: image87.jpg]





Απόδειξη :
Αφού    
[image: image88.wmf]0

90

Ù

B<

   και   
[image: image89.wmf]0

90

Ù

G<

  θα  ισχύουν : 
[image: image90.wmf]222

2

AG=BG+AB-AB×BE

 (1)
                                                                       
[image: image91.wmf]222

2

AB=BG+AG-AG×DG

 (2)

Προσθέτουμε  τις  (1)  , (2)  κατά  μέλη  , οπότε  έχουμε :

        
[image: image92.wmf](

)

22222

22

AG+AB=BG+AG+AB-AB×BE+AG×DGÞ


        
[image: image93.wmf](

)

2

22

BG=AB×BE+AG×DGÞ


         
[image: image94.wmf]2

BG=AB×BE+AG×DG


	2.
	Δίνεται  ισοσκελές  τραπέζιο  ΑΒΓΔ  ( ΑΔ// ΒΓ ) .
 Να  δείξετε  ότι   
[image: image95.wmf]22

BD=AB+BG×AD


	[image: image96.png]





Απόδειξη :

Είναι  
[image: image97.wmf]0

90

Ù

A>

  σαν  εξωτερική  γωνία  στο  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΒΚΑ 
και  
[image: image98.wmf]0

90

Ù

ADG>

  σαν  εξωτερική  γωνία  στο  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΔΛΓ
Αφού  
[image: image99.wmf]0

180

ÙÙ

ADG+BGD=

   είναι  
[image: image100.wmf]0

90

Ù

BGD<


Στο  τρίγωνο  ΑΒΔ  σύμφωνα  με  το  θεώρημα  της  αμβλείας  γωνίας , έχουμε :

   
[image: image101.wmf]222

2

BD=AB+AD+AD×AKÞ


   
[image: image102.wmf](

)

22

2

BD=AB+ADAD+AKÞ


   
[image: image103.wmf](

)

22

BD=AB+ADAD+AK+DLÞ

  γιατί  ΑΚ=ΔΛ
   
[image: image104.wmf]22

BD=AB+AD×KLÞ


   
[image: image105.wmf]22

BD=AB+AD×BG

       γιατί  ΚΛ=ΒΓ

	3.
	Δίνεται  τρίγωνο   ΑΒΓ  και  η  διχοτόμος  ΑΔ  της  γωνίας  Α.

Φέρνουμε  
[image: image106.wmf]DE^AB

 . Να  δείξετε  ότι   
[image: image107.wmf]222

2

AB×AE=AB+AE-EB



	[image: image108.jpg]





Απόδειξη :

Είναι    
[image: image109.wmf]00

18090

2

Ù

Ù

A

A<Þ<

  δηλαδή  
[image: image110.wmf]0

1

90

Ù

A<

.
Στο  τρίγωνο  λοιπόν  ΑΒΔ  ισχύει :  
[image: image111.wmf]222

2

BD=AB+AD-AB×AE

   (1)

Στο  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΕΔ  έχουμε : 
[image: image112.wmf]222

ED=AD-AE

  (2)
Στο  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΒΕΔ  έχουμε : 
[image: image113.wmf]222

EB=BD-ED

   (3)

Οι  (2)  και  (3)  δίνουν :  
[image: image114.wmf]2222

EB=BD-AD+AEÞ


                                         
[image: image115.wmf]22222

2

EB=AB+AD-AB×AE-AD+AEÞ

  

                                         
[image: image116.wmf]222

2

AB×AE=AB+AE-EB


	4.
	Δίνεται  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΒΓ  (
[image: image117.wmf]µ

A

=
[image: image118.wmf]0

90

)  και  φέρουμε  τις    

ΑΗ  και  ΑΘ  έτσι  ώστε  να  είναι  ΒΗ = ΗΘ = ΓΘ .  Αν  είναι   ΒΓ = α , να  δειχθεί  ότι  
[image: image119.wmf](

)

2222

32

a

AH+AQ+HQ=


	[image: image120.jpg]





Απόδειξη :

Φέρουμε  το  ύψος  ΑΚ . Επειδή   
[image: image121.wmf]µ

B

<
[image: image122.wmf]0

90

 από  το  τρίγωνο  ΑΒΗ  έχουμε :
   
[image: image123.wmf]222

2

AH=AB+BH-BH×BK

  (1) 

Ομοίως  από  το  τρίγωνο  ΑΓΘ   είναι:       
[image: image124.wmf]222

2

AQ=AG+GQ-GQ×GK

  (2)

Προσθέτοντας  τις  (1) , (2)  και  επειδή  ΒΗ=ΓΘ   έχουμε :


[image: image125.wmf](

)

222222

2

AQ+AH=AB+AG+BH+GQ-BHBK+GKÞ



[image: image126.wmf](
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AQ+AH+HQ=AB+AG+BH+GQ+HQ-BHBK+GKÞ



[image: image127.wmf](
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2

AQ+AH+HQ=BG+BH+GQ+HQ-BHBK+GKÞ



[image: image128.wmf]222
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[image: image129.wmf]22222

222

96

9

aaaaa

+++-
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[image: image130.wmf]2
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AQ+AH+HQ=Þ



[image: image131.wmf](

)

2222

32

a

AQ+AH+HQ=


	5.
	Δίνεται   τρίγωνο  ΑΒΓ  και  φέρουμε  τα  ύψη  του  ΑΚ   και  ΒΛ 

Να  δειχθεί  ότι :    
[image: image132.wmf]2

AB=AG×AL+BG×BK



	[image: image133.jpg]





Απόδειξη :

Επειδή   
[image: image134.wmf]G

$

<
[image: image135.wmf]0

90

 από  το  τρίγωνο  ΑΒΓ  έχουμε :


[image: image136.wmf]222

2

AB=AG+BG-BG×GKÞ



[image: image137.wmf]222

AB=AG+BG-BG×GK-BG×GKÞ



[image: image138.wmf]222

AB=AG+BG-BG×GK-AG×GL

  

Αφού   το  τετράπλευρο  ΒΚΛΑ είναι  εγγράψιμο  σε  κύκλο  έχουμε :  
[image: image139.wmf]BG×GK=AG×LG

                                                          

Οπότε  
[image: image140.wmf]222

AB=AG+BG-BG×GK-AG×GLÞ


            
[image: image141.wmf](
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[image: image142.wmf]22222

AB=AG+BG-BG+BG×BK-AG+AG×ALÞ


            
[image: image143.wmf]2

AB=BG×BK+AG×AL


	6.
	Δίνεται   τρίγωνο  ΑΒΓ  με  α = 8 , β = 6 , γ = 5

     i) Να  δειχθεί  ότι το  τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι  αμβλυγώνιο

    ii)  Να  υπολογίσετε  την  προβολή  της  πλευράς  ΑΒ  στην ΑΓ
	[image: image144.jpg]






Απόδειξη :

  i)   Η  μεγαλύτερη  πλευρά  του  τριγώνου  ΑΒΓ  είναι  η  α . Οπότε 
                     
[image: image145.wmf]22
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         Άρα    
[image: image146.wmf]2220

90

ώ

abgamblugnio

Ù
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V

 
ii)    Αφού   
[image: image147.wmf]0

90

Ù

A>

   από  το  θεώρημα  της  αμλείας  γωνίας  έχουμε :
                    
[image: image148.wmf]222

2

BG=AB+AG+AG×AD


                     
[image: image149.wmf]222
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=++××AD


                    
[image: image150.wmf]64253612

=++×AD


                    
[image: image151.wmf]64253612
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[image: image152.wmf]312
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[image: image153.wmf]3

12

AD=


                   
[image: image154.wmf]1
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	7.
	Αν  σε   τρίγωνο  ΑΒΓ  ισχύει : 
[image: image155.wmf]222
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=+-×


     i) Να  δειχθεί  ότι  
[image: image156.wmf]0

90

Ù
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    ii)  Να  αποδείξετε  ότι  
[image: image157.wmf]0
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Ù

G=

 
	[image: image158.jpg]






Απόδειξη :

   i)    Επειδή  
[image: image159.wmf]222

gabab

=+-×

  θα  ισχύει : 
[image: image160.wmf]2220

90

gab
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  ii)    Από  το  νόμο  των  συνημιτόνων  στο  τρίγωνο  ΑΒΓ , για  τη  γωνία  
[image: image161.wmf]Ù

G

  έχουμε :
                   
[image: image162.wmf]222

2

gababsun

=+-××GÞ


                  
[image: image163.wmf]2222
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+-×=+-××GÞ

 ( από  την  υπόθεση 
[image: image164.wmf]222
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[image: image165.wmf]2
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[image: image166.wmf]1
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[image: image167.wmf]0
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Ù
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  γιατί  
[image: image168.wmf]0

90

Ù

G<


	8.
	Αν  σε   τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι  
[image: image169.wmf]0

150

Ù

G=


Να  δειχθεί  ότι   
[image: image170.wmf]222

3

gabab

=++×



	[image: image171.jpg]






Απόδειξη :

Από  το  νόμο  των  συνημιτόνων  στο  τρίγωνο  ΑΒΓ , για  τη  γωνία  
[image: image172.wmf]Ù

G

  έχουμε :

                 
[image: image173.wmf]222
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[image: image174.wmf]2220
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[image: image176.wmf]222
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	9.
	  Αν  σε   τρίγωνο  ΑΒΓ  ισχύει :  
[image: image177.wmf]0

60

Ù

G=

  και    2ΒΓ=3ΑΓ

  Να  δειχθεί  ότι  
[image: image178.wmf]22
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AB=AG



	[image: image179.jpg]






Απόδειξη :

Στο  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΓΔ  έχουμε :  
[image: image180.wmf]0
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  άρα  
[image: image181.wmf]µ
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 , οπότε  
[image: image182.wmf]2
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Αφού   2ΒΓ=3ΑΓ  έχουμε : 
[image: image183.wmf]3
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Οπότε            
[image: image184.wmf]0
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[image: image185.wmf]2
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[image: image186.wmf]3
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[image: image187.wmf]22
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[image: image188.wmf]2
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[image: image189.wmf]22

47

AB=AG


	10.
	Αν  σε   τρίγωνο  ΑΒΓ  με  πλευρές  α,β,γ  είναι  
[image: image190.wmf]22

gabab

=++


Να  βρεθεί  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ  και  η  μεγαλύτερη
γωνία  αυτού


	[image: image191.jpg]






Απόδειξη :

Είναι  
[image: image192.wmf]222
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  οπότε  
[image: image193.wmf]222
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  άρα  
[image: image194.wmf]0
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Από  το  νόμο  των  συνημιτόνων   έχουμε :

                           
[image: image195.wmf]222
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[image: image196.wmf]2
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	11.
	Αν  σε   τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι  β=6,  γ=4   και  
[image: image199.wmf]4
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Να  υπολογίσετε :

         i)  την  πλευρά  α 
        ii)  την  προβολή  της  διαμέσου  
[image: image200.wmf]a

m

  στην  πλευρά  α
       iii) την  προβολή  της  πλευράς  β  στην  πλευρά  α

	[image: image201.jpg]






Απόδειξη :

i)   Από  το  
[image: image202.wmf]0

1

  θεώρημα  των  διαμέσων  έχουμε : 
[image: image203.wmf]2
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[image: image204.wmf]2
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[image: image209.wmf]210
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  ii)   Από  το  
[image: image210.wmf]0

2

  θεώρημα  των  διαμέσων  έχουμε : 
                 
[image: image211.wmf]22
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[image: image212.wmf]22
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[image: image213.wmf]3616410

-=×MDÞ


                
[image: image214.wmf]20410
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[image: image216.wmf]10
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iii)  Μεγαλύτερη  πλευρά  του  τριγώνου  ΑΒΓ  είναι  η  α 

       Οπότε : 
                       
[image: image217.wmf]2
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       Αφού  
[image: image218.wmf]2220
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Από  το θεώρημα  της  οξείας  γωνίας  για  τη  γωνία  
[image: image219.wmf]0
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 έχουμε :
                         
[image: image220.wmf]222
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	12.
	Σε  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΒΓ  (
[image: image224.wmf]µ

A

=
[image: image225.wmf]0

90

)  φέρουμε  τη  διάμεσο  ΑΜ  και  την  κάθετη  ευθεία  προς  την  ΑΜ  στο  σημείο  Μ ,  που  τέμνει  την  ΑΓ  στο  σημείο  Σ .

Να  αποδείξετε  ότι  
[image: image226.wmf]222

2

SB+SG=SA


	[image: image227.jpg]






             Απόδειξη :

         Στο  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΜΣ  από  το  πυθαγόρειο  θεώρημα  έχουμε :
          
[image: image228.wmf]222

MA+MS=AS

 ( 1 )

         Στο  τρίγωνο  ΒΣΓ  η  ΣΜ  είναι  διάμεσος  οπότε  από  το   
[image: image229.wmf]0

1

  θεώρημα  των  

         διαμέσων  έχουμε :  
[image: image230.wmf]2
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[image: image231.wmf](

)

2

222

2

2

2

AM

SB+SG=SM+


                                         
[image: image232.wmf]2222
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    από  τη  σχέση  ( 1 )
ΑΣΚΗΣΕΙΣ  ΑΛΥΤΕΣ
1.   Εξετάστε  αν  υπάρχει  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  α = 13 ,  β = 8  και  γ = 7 .  Αν  ναι  να  

      βρεθούν :    α)  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ 

                         β)  τη  γωνία  
[image: image235.wmf]Ù

A


                         γ)  τη  διάμεσο  μ α 

2.   Εξετάστε  αν  υπάρχει  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  α = 8 ,  β = 7   και  γ = 5 . Αν  ναι  να  βρεθούν

      α)  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ 

      β)  η  γωνία  
[image: image236.wmf]Ù

B


      γ)  τη  διάμεσο  μ β

      δ)  την  προβολή  της  διαμέσου  μ β  πάνω  στην  πλευρά  ΑΓ 

3.   Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  
[image: image237.wmf]Ù

A

 > 90ο   και  πλευρές  γ = 4 , β = 5  και   η  προβολή  της  

      πλευράς  β  πάνω  στη  γ  είναι  ίση  με  1 . Να  βρεθούν ΅

      α)  η  πλευρά  α 

      β)  η  διάμεσος  μ α   και  η  προβολή  της  διαμέσου  μ α  πάνω  στην  πλευρά  ΒΓ .

4.   Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  πλευρές  α = 8 ,  β = 6   και  γ = 5 . Να  βρεθούν :

       α)  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ 

       β)  την  προβολή  της  πλευράς  ΑΒ  πάνω  στις  πλευρές  ΑΓ  και  ΒΓ .

       γ)  τη  διάμεσο  μ α 

       δ)  την  προβολή  της  διαμέσου  μ α  πάνω  στην  πλευρά  ΒΓ .

5.   Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  πλευρές  β = 8   και   γ = 6 . Αν  η  προβολή  της  διαμέσου

       μ α  πάνω  στην  πλευρά  ΒΓ = α   είναι  ίση  με  2 ,  να  βρείτε : 

       α)  την  πλευρά  α 

       β)  τη  διάμεσο  μ α 

       γ)  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ 

6.   Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι  α = 10,  β = 8   και  η  διάμεσος  ΑΜ = 5 . Αν  ΑΔ  είναι  το  

       ύψος  του  τριγώνου ΑΒΓ ,  να  βρεθούν :

       α)  η  πλευρά  ΑΒ = γ 

       β)  το  τμήμα  ΜΔ 

       γ)  το  ύψος  ΑΔ

7.   Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  δίνονται  β = 8 , γ = 6  και   μ α = 5 . Να  βρεθούν :

       α)  η  πλευρά  α 

       β)  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ

       γ)  η  προβολή  της  διαμέσου  μ α  πάνω  στην  πλευρά  α 

       δ)  η  προβολή  της  πλευράς  β  πάνω  στην  πλευρά  α .

8.   Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  δίνονται  α = 4 , γ = 5  και  η  προβολή  της  διαμέσου  ΑΜ = μ α  

       πάνω  στην  πλευρά  ΒΓ  είναι  ίση  με  3 .  Να  βρεθούν : 

       α)  η  πλευρά  β 

       β)  η  διάμεσος  ΑΜ = μ α 

       γ)  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ 

9.   Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  δίνονται  β = 5 , γ = 3  και  η  διάμεσος  μ α = 
[image: image238.wmf]2

7

 . Να  βρεθούν :

       α)  η  πλευρά  α 

       β)  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ 

       γ)  η  γωνία  
[image: image239.wmf]Ù

A

  

       δ)  την  προβολή  της  διαμέσου  μ α  πάνω  στην  πλευρά  α 

10.  Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  δίνονται  α = 2 , γ = 1  και  η  διάμεσος  ΑΜ = μ α = 1. Να  βρεθούν :

       α)  η  πλευρά  β 

       β)  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ 

       γ)  η  γωνία   
[image: image240.wmf]Ù

B


       δ)  η  προβολή  της  διαμέσου  ΑΜ  πάνω  στην  πλευρά  ΒΓ = α .

11.  Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  δίνονται  α = γ = 1  και  
[image: image241.wmf]0

45

=
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 . Να  βρεθούν :

        α)  η  πλευρά  β 

        β)  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ 

        γ)  η  προβολή  της  πλευράς  β  πάνω  στην  πλευρά   γ .

        δ)  η  διάμεσος   μ β .

12.  Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  ισχύουν  β = 2α   και   γ = α 
[image: image242.wmf]7

 . Να  βρεθούν :

        α)  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ

        β)  η  γωνία  
[image: image243.wmf]Ù

G


13.  Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  δίνονται  α = 8 ,  β = 3  και  
[image: image244.wmf]0

60

=

G
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 . Να  βρεθούν :

       α)  η  πλευρά   γ

       β)  η  διάμεσος   μ α 

       γ)  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ

14.   Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  α = 20 ,  β = 28   και  γ = 12  . Να  βρεθεί :

          α)  το  είδος  του  τριγώνου ΑΒΓ 

          β)  η  προβολή  της  πλευράς  ΑΒ  πάνω  στη  ΒΓ 

          γ)  η  γωνία  
[image: image245.wmf]Ù

B

 .

15.   Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  α = 8 ,  β = 3   και  γ = 7 .  Να  βρεθεί :

          α)  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ 

          β)  η  γωνία  
[image: image246.wmf]Ù

G

 

          γ)  η  προβολή  της  πλευράς  ΑΓ  πάνω  στην  ΑΒ .

16.   Εξετάστε  αν  υπάρχει  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  α = 13 ,  β = 8  και  γ = 7 .  Αν  ναι  να  

        βρεθούν :    α)  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ 

                            β)  τη  γωνία  
[image: image247.wmf]Ù

A


                            γ)  τη  διάμεσο  μ α 

17.   Εξετάστε  αν  υπάρχει  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  α = 8 ,  β = 7   και  γ = 5 . 
       Αν  ναι  να     βρεθούν :    
                  α)  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ 

                  β)  η  γωνία  
[image: image248.wmf]Ù

B


                  γ)  τη  διάμεσο  μ β

                  δ)  την  προβολή  της  διαμέσου  μ β  πάνω  στην  πλευρά  ΑΓ 

18.   Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  
[image: image249.wmf]Ù

A

 > 90ο   και  πλευρές  γ = 4 , β = 5  και   η  προβολή  της  

        πλευράς  β  πάνω  στη  γ  είναι  ίση  με  1 . Να  βρεθούν ΅

          α)  η  πλευρά  α 

          β)  η  διάμεσος  μ α   και  η  προβολή  της  διαμέσου  μ α  πάνω  στην  πλευρά  ΒΓ .

19.  Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  πλευρές  α = 8 ,  β = 6   και  γ = 5 . Να  βρεθούν :

         α)  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ 

         β)  την  προβολή  της  πλευράς  ΑΒ  πάνω  στις  πλευρές  ΑΓ  και  ΒΓ .

         γ)  τη  διάμεσο  μ α 

         δ)  την  προβολή  της  διαμέσου  μ α  πάνω  στην  πλευρά  ΒΓ .

20.  Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  πλευρές  α = 2 ,  β = 1+
[image: image250.wmf]3

  και  γ = 
[image: image251.wmf]6

 . Να  βρεθούν :

       α)  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ

       β)  σε  μοίρες  τη  γωνία  που  βρίσκεται   απέναντι  από  την  πλευρά  γ = 
[image: image252.wmf]6


       γ)  την  προβολή  της  πλευράς  β  πάνω  στην  πλευρά  γ .

21.  Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  πλευρές  β = 8   και   γ = 6 . Αν  η  προβολή  της  διαμέσου

       μ α  πάνω  στην  πλευρά  ΒΓ = α   είναι  ίση  με  2 ,  να  βρείτε : 

       α)  την  πλευρά  α 

       β)  τη  διάμεσο  μ α 

       γ)  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ 

22.  Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι  α = 10,  β = 8   και  η  διάμεσος  ΑΜ = 5 . Αν  ΑΔ  είναι  το  

       ύψος  του  τριγώνου ΑΒΓ ,  να  βρεθούν :

       α)  η  πλευρά  ΑΒ = γ 

       β)  το  τμήμα  ΜΔ 

       γ)  το  ύψος  ΑΔ

23.  Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  δίνονται  β = 8 , γ = 6  και   μ α = 5 . Να  βρεθούν :

       α)  η  πλευρά  α 

       β)  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ

       γ)  η  προβολή  της  διαμέσου  μ α  πάνω  στην  πλευρά  α 

       δ)  η  προβολή  της  πλευράς  β  πάνω  στην  πλευρά  α .

24.  Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  δίνονται  α = 4 , γ = 5  και  η  προβολή  της  διαμέσου  ΑΜ = μ α  

       πάνω  στην  πλευρά  ΒΓ  είναι  ίση  με  3 .  Να  βρεθούν : 

       α)  η  πλευρά  β 

       β)  η  διάμεσος  ΑΜ = μ α 

       γ)  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ 

25.  Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  δίνονται  β = 5 , γ = 3  και  η  διάμεσος  μ α = 
[image: image253.wmf]2

7

 . Να  βρεθούν :

       α)  η  πλευρά  α 

       β)  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ 

       γ)  η  γωνία  
[image: image254.wmf]Ù

A

  

       δ)  την  προβολή  της  διαμέσου  μ α  πάνω  στην  πλευρά  α 

26.  Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  δίνονται  α = 2 , γ = 1  και  η  διάμεσος  ΑΜ = μ α = 1. Να  βρεθούν :

       α)  η  πλευρά  β 

       β)  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ 

       γ)  η  γωνία   
[image: image255.wmf]Ù

B


       δ)  η  προβολή  της  διαμέσου  ΑΜ  πάνω  στην  πλευρά  ΒΓ = α .

27.  Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  δίνονται  α = γ = 1  και  
[image: image256.wmf]0
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 . Να  βρεθούν :

        α)  η  πλευρά  β 

        β)  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ 

        γ)  η  προβολή  της  πλευράς  β  πάνω  στην  πλευρά   γ .

        δ)  η  διάμεσος   μ β .

28.  Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  ισχύουν  β = 2α   και   γ = α 
[image: image257.wmf]7

 . Να  βρεθούν :

        α)  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ

        β)  η  γωνία  
[image: image258.wmf]Ù
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29.  Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  δίνονται  α = 8 ,  β = 3  και  
[image: image259.wmf]0
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 . Να  βρεθούν :

       α)  η  πλευρά   γ

       β)  η  διάμεσος   μ α 

       γ)  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ

30.  Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  ισχύει :  
[image: image260.wmf]bg
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 . Να  βρεθούν :   

       α)    το  είδος  της  γωνίας  
[image: image261.wmf]Ù
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       β)    τη  γωνία  
[image: image262.wmf]Ù
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31.  Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  ισχύει :  
[image: image263.wmf]bg
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 . Να  βρεθούν :

       α)  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ 

       β)  τη  γωνία  
[image: image264.wmf]Ù
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 .

32.  Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  ισχύει :  
[image: image265.wmf]bg
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 . Να  βρεθούν :

       α)  το  είδος  της  γωνίας  
[image: image266.wmf]Ù
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       β)  τη  γωνία  
[image: image267.wmf]Ù
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33.  Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  ισχύει :  
[image: image268.wmf]bg
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 .Να  βρεθούν :

       α)  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ 

       β)  τη  γωνία  
[image: image269.wmf]Ù
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34.  Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  ισχύει :  
[image: image270.wmf]bg
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 . Να  βρεθούν :

       α)  το  είδος  της  γωνίας  
[image: image271.wmf]Ù
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       β)  τη  γωνία   
[image: image272.wmf]Ù
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35.  Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  ισχύει :  
[image: image273.wmf]bg
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 . Να  βρεθούν :

       α)  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ 

       β)  τη  γωνία  
[image: image274.wmf]Ù
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36.  Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  πλευρές  α , β , γ   και  διάμεσο  ΑΜ = μ α . Αν  ισχύει  η  

       σχέση   2μ
[image: image275.wmf]2
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 - βγ = 
[image: image276.wmf]2
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  τότε :

       α)  να  αποδείξετε  ότι  
[image: image277.wmf]bg
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       β)  να  υπολογιστεί  η  γωνία  
[image: image278.wmf]Ù
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37.  Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  πλευρές  α , β , γ   και  διάμεσο  ΑΜ = μ α . Αν  ισχύει  η  

        σχέση  
[image: image279.wmf]4
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  τότε :

         α)  να  βρείτε  το  είδος  της  γωνίας  
[image: image280.wmf]Ù
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         β)  να  βρείτε  τη  γωνία  
[image: image281.wmf]Ù
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  σε  μοίρες 

         γ)  να  βρείτε  την  προβολή  της  πλευράς  γ  πάνω  στην  πλευρά   β .

38.  Αν  κ , λ ,  
[image: image282.wmf]kl
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   είναι  τα  μήκη  των  πλευρών  ενός  τριγώνου , να  υπολο-

       γιστεί  σε  μοίρες  η  γωνία  που  βρίσκεται  απέναντι  από  την  πλευρά  που  έχει  

       μήκος  
[image: image283.wmf]kl
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39.  Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  γωνία  
[image: image284.wmf]0
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 .

       α)  Αποδείξτε  ότι   
[image: image285.wmf]bg
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       β)  Αν   β = 2γ   δείξτε  ότι  
[image: image286.wmf]2
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40.  Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  γωνία  
[image: image287.wmf]0
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 .

       α)  Αποδείξτε  ότι  
[image: image288.wmf]bg
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       β)  Αποδείξτε  ότι  η  προβολή  της  πλευράς   γ  πάνω  στην  πλευρά  β  είναι  
[image: image289.wmf]2
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 .

41.  Δίνεται  ισοσκελές  τρίγωνο  ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ)  με  τη  γωνία  
[image: image290.wmf]Ù
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 > 90 0   και  το  ύψος  του  

       ΒΔ .  Να  αποδείξετε  ότι    ΒΓ2 = 2
[image: image291.wmf]AG×DG

 .

42.  Αν  ΑΒΓ  οξυγώνιο  τρίγωνο  και  ΒΔ , ΓΕ  δυο  του  ύψη  να  αποδείξετε  ότι  

        ΒΓ2 =  
[image: image292.wmf]AG×DG

+ 
[image: image293.wmf]AB×BE

 .

43.  Σε  οξυγώνιο  τρίγωνο  ΑΒΓ , αν  ΑΜ  είναι  η  διάμεσος  και  ΒΔ  το  ύψος  του  

       να  αποδείξετε  ότι  ΑΜ 2 =  ΜΒ2 + 
[image: image294.wmf]AD×AG

 .

44.  Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  και  ΑΜ   η  διάμεσός  του .Στην  προέκταση  της  ΒΓ  προς  το    

        μέρος  του  Γ  παίρνουμε  σημείο  Ε  τέτοιο  ώστε  ΓΕ = 
[image: image295.wmf]2
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 . Να  αποδείξετε  ότι :

        α)  ΑΕ2 = 3β2 + γ2 – 3μ
[image: image296.wmf]2
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        β)  β 2  + γ 2 -2μ
[image: image297.wmf]2
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 = 
[image: image298.wmf]2
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45.  Έστω  τρίγωνο  ΑΒΓ  εγγεγραμμένο  σε  κύκλο  (Ο,R) . Αποδείξτε  ότι :

       α)  Αν  το  τρίγωνο  είναι  οξυγώνιο  τότε  α 2 +β 2 +γ 2 > 8R2 .

       β)  Αν  το  τρίγωνο  είναι  αμβλυγώνιο  τότε  α 2 +β 2 +γ 2 < 8R2 .

       γ)  Αν  το  τρίγωνο  είναι  ορθογώνιο  τότε  α 2 +β 2 +γ 2 = 8R2 .

46.  Σε  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΒΓ  (
[image: image299.wmf]0
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)  να  αποδείξετε  ότι :

        α)  
[image: image300.wmf]2
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        β)  
[image: image301.wmf]2
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        γ)  GA2 + GB2 + GΓ 2 = 
[image: image302.wmf]2
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 ,  όπου  G  το  κέντρο  βάρους  του  τριγώνου  ΑΒΓ 

47.  Αν  σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  οι  διάμεσοι  μβ  και  μ γ  τέμνονται  κάθετα , να  αποδείξετε  

       ότι  β 2 +γ 2 = 5α 2 .

48.  Αν  σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  ισχύει  β 2 +γ 2 = 2α 2  να  αποδείξετε  ότι :

        α)   μ
[image: image303.wmf]2
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 +μ
[image: image304.wmf]2

g

 = 2μ
[image: image305.wmf]2
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        β)   μ α = 
[image: image306.wmf]2
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 ,  μ β= 
[image: image307.wmf]2
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   και  μ γ = 
[image: image308.wmf]2

3

b

 .

49.  Αν  μ α = 3,  μ β = 4   και  μ γ = 5   να  προσδιοριστεί  το  είδος  του  τριγώνου  ΑΒΓ .

50.  Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ , το  ύψος  ΑΔ   και  τυχαίο  σημείο  Μ  του  ΑΔ . Να  από-

       δείξετε  ότι  ΑΓ 2 – ΑΒ 2 = ΜΓ 2 – ΜΒ 2 .

51.  Διαιρούμε  την  υποτείνουσα  ΒΓ = α   ορθογωνίου  τριγώνου  ΑΒΓ  σε  τρία  ίσα 

       τμήματα  ΓΔ = ΔΕ = ΕΒ  . Να  αποδείξετε  ότι :

        α)  ΑΔ2 + ΑΕ 2 = 
[image: image309.wmf]2
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        β)  ΑΔ2 + ΑΕ 2 + ΕΔ2 = 
[image: image310.wmf]2
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        γ)  ΑΓ 2 – ΑΒ 2 = 3( ΑΔ2 – ΑΕ 2 )

52.  Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  παίρνουμε  στη  ΒΓ  τα  σημεία  Μ , Ν  τέτοια  ώστε  ΒΜ=ΜΝ=ΝΓ.

       Να  αποδείξετε  ότι   ΑΒ 2 + 2ΑΓ 2 = 3ΑΝ 2 +6ΜΝ 2 .

53.  Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  και  φέρουμε  τις  διαμέσους  του  ΑΔ , ΒΕ , ΓΖ . Να  αποδεί-

       ξετε  ότι  4 (2ΒΕ 2 +2ΓΖ 2 – ΑΔ 2 ) = 9 ΒΓ 2 .

54.  Δίνεται  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΒΓ  ( 
[image: image311.wmf]0
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 )  στο  οποίο  
[image: image312.wmf]Ù
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 .  Να  αποδείξετε 

       ότι  ΑΓ2- ΑΒ2 = 2ΑΓ·ΑΒ .

55.  Αν  σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  ισχύει  β > γ   και  μ
[image: image313.wmf]2
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 = βγ    να  δειχθεί  ότι  α = (β – γ )
[image: image314.wmf]2

 .

56.  Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  ισχύει  μ α = 
[image: image315.wmf]a
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 . Να  αποδείξετε  ότι  
[image: image316.wmf]2
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ΜΕΤΡΙΚΕΣ  ΣΧΕΣΕΙΣ  ΣΕ  ΚΥΚΛΟ
ΘΕΩΡΙΑ
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ΜΕΤΡΙΚΕΣ  ΣΧΕΣΕΙΣ  ΣΕ  ΚΥΚΛΟ
ΑΣΚΗΣΕΙΣ  ΛΥΜΕΝΕΣ

	1.
	Το  κυρτό  τετράπλευρο  ΑΒΓΔ  του  σχήματος  είναι  εγγεγραμμένο  σε  κύκλο. Αν  ΡΑ = 9 cm , ΡΒ=10 cm και  
ΡΓ = 15 cm , να  υπολογίσετε  την  πλευρά  ΓΔ  και  την  εφαπτομένη  ΡΣ  του  κύκλου .
	[image: image318.jpg]






   Απόδειξη :
   Ισχύει  :
                  
[image: image319.wmf]91015
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   Οπότε  ΓΔ=ΡΓ – ΡΔ=15 – 6 =9
   Επίσης  

               
[image: image320.wmf]2
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	2.
	Δίνεται  κύκλος  ( Κ , R )   με  R=7 cm .Απο  σημείο  Σ  με  ΣΚ=11cm  φέρουμε  τέμνουσα  ΣΑΒ έτσι , ώστε  ΣΑ=ΑΒ .
Να  βρείτε  το  μήκος  του  ΣΑ .
	[image: image321.jpg]





Απόδειξη :
   Ισχύει  :
                  
[image: image322.wmf]2
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	3.
	Δίνεται  κύκλος  ( Κ , R )   με  R=7 cm .Απο  σημείο  Ρ    φέρουμε  τέμνουσες  ΡΑΒ   και  ΡΓΔ  έτσι , ώστε  ΑΒ=9 ,

ΡΓ=4  και  ΓΔ=5 . Αν  ΡΕ  εφαπτόμενο  του  κύκλου,  να
υπολογίσετε  τα  ΡΑ  και  ΡΕ .


	[image: image323.jpg]





Απόδειξη :
         Ισχύει  :                
                  
[image: image324.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

22

22

2

2

2

9445

91620

936

9360

3120

RA×RB=RG×RDÞ

RA×RA+AB=RG×RG+GDÞ

RA+RA×AB=RG+RG×GDÞ

RA+RA=+×Þ

RA+RA=+Þ

RA+RA=Þ

RA+RA-=Þ

RA-×RA+=Þ

 
                   ΡΑ =3  ή  ΡΑ = -12  απορρίπτεται
                   Άρα  ΡΑ = 3 

         Ισχύει :

                  
[image: image325.wmf]2
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	4.
	Δίνεται  περιφέρεια  ( Ο , R )  ,  μια  διάμετρός  της  ΑΒ

και  τυχαίο  σημείο  Γ  στην  προέκτασή  της .Φέρνουμε  από  το  Γ   την  εφαπτομένη  ΓΔ  στην  (Ο,R)  . Στο  Γ  φέρνουμε  κάθετη  ευθεία  (x)  στην  ΑΓ . Η  ΑΔ  τέμνει  την  (x)  στο  Ε .
Να  αποδειχθεί  ότι    
[image: image326.wmf]22
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 .

	[image: image327.jpg]





Απόδειξη :
     Είναι  
[image: image328.wmf]0
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ADB=

  σαν  εγγεγραμμένη  γωνία  σε  ημικύκλιο. Τότε  το  τετράπλευρο    

     ΔΒΓΕ  είναι  εγγράψιμο   οπότε :   
[image: image329.wmf]AB×AG=AD×AE

  (1) .
      Επίσης   ΓΑ  τέμνουσα  και  ΓΔ  εφαπτομένη  του  κύκλου   ( Ο , R )  οπότε :

                         
[image: image330.wmf](
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                                    από  την  (1)

	5.
	Δίνεται  περιφέρεια  ( Ο , R )  ,  μια  διάμετρός  της  ΑΒ

και  δυο  χορδές  ΑΓ  και  ΒΔ  που  τέμνονται  στο  Ε .          
Να  αποδειχθεί  ότι    
[image: image331.wmf]2

AE×AG+BE×BD=AB

 .

	[image: image332.jpg]





        Απόδειξη :
      Φέρνουμε  την  
[image: image333.wmf]EZ^AB

.

      Είναι  
[image: image334.wmf]0

90

Ù

ADB=

  σαν  εγγεγραμμένη  γωνία  σε  ημικύκλιο. Τότε  το  τετράπλευρο    

     ΔΕΖΑ  είναι  εγγράψιμο   οπότε :   
[image: image335.wmf]BE×BD=BZ×BA

  (1) .

     Επίσης   το  τετράπλευρο  ΓΒΖΕ  είναι  εγγράψιμο   οπότε :   
[image: image336.wmf]AE×AG=AZ×AB

  (2) .

     Από  τις  (1) , (2)  έχουμε :      
                                                  
[image: image337.wmf](

)

2

BE×BD+AE×AG=BZ×BA+AZ×ABÞ

BE×BD+AE×AG=AB×BZ+AZÞ

BE×BD+AE×AG=AB×ABÞ

AE×AG+BE×BD=AB

         
ΑΣΚΗΣΕΙΣ  ΑΛΥΤΕΣ

1.    Σε  κύκλο  (Ο,R)  το  τμήμα  ΡΕ  είναι  εφαπτόμενο  του  κύκλου  και  οι  ΡΑΒ , ΡΓΔ  

       τέμνουσες   αυτού .Αν  ΑΒ = 9 , ΡΓ = 4   και   ΓΔ = 5  να  υπολογίσετε  τα  τμήματα 

       ΡΑ   και   ΡΕ .

2.    Δίνεται  κύκλος  με  κέντρο  Ο  και  διάμετρο  ΑΒ = 8 .Αν  Κ  είναι  το  μέσο  της  ΑΟ

       και  ΓΔ  η  χορδή  που  διέρχεται  από  το  Κ  με  ΚΓ = 3   τότε :

        α)  Να  υπολογίσετε  το  ΚΔ 

        β)  Να  υπολογίσετε  το  εφαπτόμενο  τμήμα  ΑΛ  του  κύκλου  που  γράφεται  με  

             διάμετρο  την  ΟΒ 

3.    Δίνεται  κύκλος  (Ο,R)  και  Ρ  εξωτερικό  σημείο  του  κύκλου . Αν  η  δύναμη  του  

       Ρ  ως  προς  τον  κύκλο  (Ο,R)  είναι  36  και  η  απόσταση  ΟΡ = 10  να  βρεθεί  η  

       ακτίνα  του  κύκλου και  τα  εφαπτόμενο  τμήμα  ΡΕ .

4.    Δίνεται  κύκλος  (Ο,R)  και  Κ  το  σημείο  τομής  δυο  χορδών  του  ΑΒ  κα  ΓΔ . Αν 

       ΚΓ = 4 cm  , ΚΔ = 3 cm  και  ΚΑ = 3 ΚΒ  να  βρείτε  τα  ΚΑ  και  ΚΒ .

5.    Σε  κύκλο  ακτίνας  R = 15 cm  παίρνουμε  σημείο  Γ  που  απέχει  από  το  κέντρο  

        10 cm .Μια  χορδή  ΑΒ  διέρχεται  από  το  Γ  και  είναι  ΑΓ = 3 ΓΒ .  Να  βρείτε 

        το  μήκος  της  χορδής .

6.    Με  πλευρά  τη  χορδή  ΑΒ = α   κύκλου   (Ο,R)  κατασκευάζουμε  τετράγωνο  ΑΒΓΔ

       που  η  πλευρά  του  ΒΓ  δεν  έχει  σημείο  εσωτερικό  του  κύκλου . Αν  το  εφαπτόμε-

       νο  τμήμα  ΓΕ  του  κύκλου  είναι  ΓΕ = 2α  , να  βρείτε  την  ακτίνα  R .

7.   Δίνεται  κύκλος  (Ο,R)  και  σημείο  Σ   εξωτερικό  του  κύκλου . Φέρουμε  δυο  

       τέμνουσες  ΣΑΒ  και  ΣΓΔ  του  κύκλου  έτσι  ώστε  ΑΒ = 9 , ΣΓ = 4   και  ΓΔ = 5

       α)  Να  υπολογίσετε  το  τμήμα  ΣΑ 

       β)  Αν  ΣΕ  είναι  εφαπτόμενο  τμήμα  του  να  βρεθεί  το  μήκος  του 

       γ)  Αν  η  ακτίνα  του  κύκλου  είναι  R = 
[image: image338.wmf]13

  να  βρεθεί  η  απόσταση  ΣΟ .

8.    Δίνεται  κύκλος  (Ο,R)  και  Ρ   εξωτερικό  του  σημείο .  Αν   ΡΑΒ  είναι  μια  τέμνου-

       σα  του  κύκλου  με  ΡΑ = 2   και  
[image: image339.wmf]R

O

D

)

,

(

R

= 144 , να  υπολογίσετε  την  ΡΒ .

       Αν  ΟΡ = 15  να  υπολογίσετε  την  ακτίνα  R  του  κύκλου .

9.   Δίνεται  κύκλος  (Ο,R)  και  Ρ  εξωτερικό  του  σημείο . Αν  ΡΑΒ  μια  τέμνουσα  του  

       κύκλου , ΡΕ  εφαπτομένη  και  
[image: image340.wmf]R

O

D

)

,

(

R

= 64  τότε 

       α)  Να  βρείτε  την  ΡΕ 

       β)  Αν  R = 6 cm  να  βρεθεί  η  απόσταση  ΟΡ 

10.  Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  πλευρές  α , β , γ   τέτοιες , ώστε  να  ισχύει  β2+γ2 = 3α 2.

       Αν  η  διάμεσος  ΑΜ  τέμνει  τον  περιγεγραμμένο  κύκλο  του  τριγώνου  ΑΒΓ  στο  Ε

       α)  να  εκφράσετε  τη  διάμεσο  ΑΜ   ως  συνάρτηση  της  πλευράς   α 

       β)  να  αποδείξετε  ότι   
[image: image341.wmf]AM×AE

= 
[image: image342.wmf]2

3

2

a

 .

11.  Δίνεται  ισοσκελές  τρίγωνο  ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ)  με  τη  γωνία  
[image: image343.wmf]Ù

A

 > 90 0   και  το  ύψος  του  

       ΒΔ .  Να  αποδείξετε  ότι    ΒΓ2 = 2
[image: image344.wmf]AG×DG

 .

12.  Αν  ΑΒΓ  οξυγώνιο  τρίγωνο  και  ΒΔ , ΓΕ  δυο  του  ύψη  να  αποδείξετε  ότι  

        ΒΓ2 = ΑΓ•ΔΓ + ΑΒ•ΒΕ .

13.  Σε  οξυγώνιο  τρίγωνο  ΑΒΓ , αν  ΑΜ  είναι  η  διάμεσος  και  ΒΔ  το  ύψος  του  

       να  αποδείξετε  ότι  ΑΜ 2 =  ΜΒ2 + 
[image: image345.wmf]AD×AG

 .

14.  Έστω  τρίγωνο  ΑΒΓ  εγγεγραμμένο  σε  κύκλο  (Ο,R) . Αποδείξτε  ότι :

       α)  Αν  το  τρίγωνο  είναι  οξυγώνιο  τότε  α 2 +β 2 +γ 2 > 8R2 .

       β)  Αν  το  τρίγωνο  είναι  αμβλυγώνιο  τότε  α 2 +β 2 +γ 2 < 8R2 .

       γ)  Αν  το  τρίγωνο  είναι  ορθογώνιο  τότε  α 2 +β 2 +γ 2 = 8R2 .

15.  Αν  σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  ισχύει  β > γ   και  μ
[image: image346.wmf]2

a

 = βγ    να  δειχθεί  ότι  α = (β – γ )
[image: image347.wmf]2

 .

16.  Θεωρούμε  οξυγώνιο  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  ύψος  ΑΔ  και  μ α = 
[image: image348.wmf]2

5

a

 . Να  αποδείξετε :

        α)  β 2 + γ 2 = 3α 2 

        β)  Αν  Η  το  ορθόκεντρο  του  τριγώνου  ΑΒΓ  τότε  
[image: image349.wmf]AH×AD

 = α 2 .
17.  Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  και  Μ  το  κέντρο  βάρους  του . Αν  ισχύει  2α 2 = β 2 + γ 2 

       να  δείξετε  ότι  ο  περιγεγραμμένος  κύκλος  στο  τρίγωνο  ΑΒΜ  εφάπτεται  στη  ΒΓ.

18.  Θεωρούμε  οξυγώνιο  τρίγωνο  ΑΒΓ , Μ  το  μέσο  της  ΒΓ  και  το  ύψος  του  ΒΕ .

        Να  αποδείξετε  ότι  ΜΑ2 – ΜΒ 2 =
[image: image350.wmf]AE×AG

 .

19.  Αν  Θ  το  κέντρο  βάρους  τριγώνου  ΑΒΓ  και  Δ , Ε  τα  μέσα  των  ΑΒ  και  ΑΓ  

       και  το  ΑΔΘΕ  είναι  εγγράψιμο  σε  κύκλο , να  αποδείξετε  ότι  β 2 + γ 2 = 2α 2 .

20.  Σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  ισχύει  4μ
[image: image351.wmf]2

2

2

2

a

b

b

+

=

 .Να  αποδείξετε  ότι  το  τρίγωνο  ΑΒΓ  

        είναι  ισοσκελές .

21.  Θεωρούμε  τρίγωνο  ΑΒΓ  και  Μ  το  μέσο  της  ΒΓ . Φέρουμε  ΜΔ 
[image: image352.wmf]^

 ΑΜ   όπου

        Δ  σημείο  της  ΑΓ . Αν  ισχύει  ΒΔ2 + ΓΔ2 = 2 ΑΔ2  να  αποδείξετε  ότι  
[image: image353.wmf]0

90

=

A

Ù

 .

22.  Δίνεται  οξυγώνιο  τρίγωνο  ΑΒΓ  και  φέρουμε  τα  ύψη  του  ΑΚ  και  ΒΛ   που  

       τέμνονται  στο  Η .  Να  δείξετε  ότι  ΑΒ 2 = 
[image: image354.wmf]BH×BL+AH×AK

.
23.  Από  ένα  σημείο  Μ  εξωτερικό  ενός  κύκλου  φέρουμε  την  τέμνουσα  ΜΒΚΑ

       και  την  εφαπτομένη  ΜΓ . Αν  η  ΜΘ 
[image: image355.wmf]^

 ΜΑ   τέμνει  την  ΑΓ  στο  Θ , να  απο-

        δείξετε  ότι  ΜΑ2 – ΜΓ 2 = 
[image: image356.wmf]AG×AQ

 .

24.  Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  και  φέρουμε  τα  ύψη  ΑΚ  και  ΒΛ . Να  αποδείξετε  ότι 

       ΑΒ 2 = ΑΓΑΛ + ΒΓΒΚ

25.  Αν  Η  το  ορθόκεντρο  οξυγώνιου  τριγώνου  ΑΒΓ , να  υπολογιστεί  το  ευθύγραμμο

       τμήμα  ΑΗ  συναρτήσει  των  πλευρών  του  τριγώνου .

26.  Από  σημείο  Μ  εκτός  κύκλου  (Ο,R)  φέρουμε  ένα  εφαπτόμενο  ευθύγραμμο  τμήμα  

       ΜΑ  και  μια  τέμνουσα  ΜΒΓ  του  κύκλου . Να  αποδείξετε  ότι   
[image: image357.wmf]2

2

AG

AB

=

MG

MB

 .

27.  Δίνεται  ισοσκελές  τρίγωνο  ΑΒΓ  (ΑΒ=ΑΓ)  και  Ρ  τυχαίο  σημείο  της  ΒΓ  . Να  

       δείξετε  ότι  ΑΒ 2 – ΑΡ 2 = 
[image: image358.wmf]RB×RG
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